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äîî²Î²Ü Ø²ðØÆÜÜºðäîî²Î²Ü Ø²ðØÆÜÜºð

5

äï ï³ Ï³Ý Ù³ñ ÙÇÝ Ý»ñ »Ý Ïáã íáõÙ ³ÛÝ åÇ ëÇ Ù³ñ ÙÇÝ Ý» ñÁ, áñáÝù ëï³ó -

íáõÙ »Ý áñ¨¿ (ëá íá ñ³ µ³ñ Ñ³ñÃ) å³ï Ï»ñÝ áõÕ ÕÇ ßáõñç åï ï» Éáõ ³ñ¹ ÛáõÝ -

ùáõÙ: ²Û¹ áõ ÕÇ ÕÁ Ïáã íáõÙ ¿ åïï Ù³Ý ³é³Ýóù:

ºÃ» åï ï³ Ï³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í Ù³ñ ÙÇÝ Ñ³ ï»Ýù Ýñ³ ³é³Ýó ùáí ³Ýó ÝáÕ Ï³ -

Ù³ Û³ Ï³Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ùµ, Ïëï³ Ý³Ýù ³Û¹ Ù³ñÙ ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ:
äï ï³ Ï³Ý Ù³ñÙ ÝÇ µá Éáñ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛÃ Ý»ñÝ Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý:
äï ï³ Ï³Ý Ù³ñ ÙÇÝ Ý» ñÇ Ï³ñ¨áñ³ ·áõÛÝ ï» ë³Ï Ý»ñÝ »Ý Ïá ÝÁ, ·É³ ÝÁ ¨

·áõÝ ¹Á:

Úáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ ¹å ñá ó³ Ï³Ý å³ï Ï» ñ³ óáõÙ áõ ÝÇ ¹ñ³Ýó Ù³ ëÇÝ, áñáí -

Ñ»ï¨ í³Õ Ù³Ý Ïáõ ÃÛáõ ÝÇó å³ñ µ» ñ³ µ³ñ Ñ³Ý ¹Ç å»É ¿ Ïá Ý³Ó¨, ·É³ Ý³Ó¨ ¨ ·Ý -

¹³Ó¨ ³é³ñ Ï³ Ý» ñÇ: 

Ø»Ýù Ï¹Ç ï³ñ Ï»Ýù Ïá Ý» ñÇ ¨ ·É³Ý Ý» ñÇ ÙÇ Ñ³ ïáõÏ ï» ë³Ï` áõ ÕÇÕ ßñ ç³ Ý³ -

ÛÇÝ Ïá Ý»ñ ¨ ·É³Ý Ý»ñ: 

5.1 ÎáÝ 5.1 ÎáÝ 

àõ ÕÇÕ ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ Ïá ÝÁ ë³Ñ Ù³ Ý³ ÷³ ÏáÕ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ Ï³½Ù í³Í ¿ »ñ Ïáõ

Ù³ ëÇó` ÑÇÙ ùÇó ¨ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇó: ²Û¹ åÇ ëÇ Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÁ ßñ ç³Ý ¿:
ÎáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ Ï³½Ù í³Í ¿ µá Éáñ ³ÛÝ Ñ³ï í³Í Ý» ñÇó, áñáÝù ÙÇ ³ó -

ÝáõÙ »Ý S Ï» ïÁ (Ïá ÝÇ ·³ ·³ ÃÁ) Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÁ ë³Ñ Ù³ Ý³ ÷³ ÏáÕ ßñ ç³ Ý³ ·ÍÇ Ï» -

ï» ñÇÝ: ÀÝ¹ áñáõÙ, S Ï» ïÁ ãÇ å³ï Ï³ ÝáõÙ ÑÇÙ ùÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ ¨ åñá Û»Ïï -

íáõÙ ¿ ÑÇÙ ùÇ O Ï»Ýï ñá ÝÇÝ£ SO Ñ³ï í³ ÍÁ Ïáã íáõÙ ¿ Ïá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõÝ (ÝÏ.

1): §àõ ÕÇÕ, ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ¦ µ³ é» ñÁ Ýß³ Ý³ ÏáõÙ »Ý, áñ Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÁ ßñ ç³Ý ¿ (§ßñ -

ç³ Ý³ ÛÇÝ¦) ¨ ·³ ·³ ÃÁ åñá Û»Ïï íáõÙ ¿ ³Û¹ ßñ ç³ ÝÇ Ï»Ýï ñá ÝÇÝ (§áõ ÕÇÕ¦):

(àõ ÕÇÕ ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ) Ïá ÝÁ ëï³ ÝáõÙ »Ýù, »Ã» áõÕÕ³ÝÏÛáõÝ »é³ÝÏÛáõÝÁ åï -

ï»Ýù Ýñ³ áñ¨¿ ¿çÇ (³í» ÉÇ ×Çßï, ³Û¹ ¿çÁ å³ ñáõ Ý³ ÏáÕ áõÕ ÕÇ) ßáõñçÁ: ²Û¹
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ÜÏ. 1

¹»å ùáõÙ Ýßí³Í ¿çÁ ³Ý ß³ñÅ ¿, ¨ ³ÛÝ å³ñáõÝ³ÏáÕ áõÕÇÕÁ Ïáã íáõÙ ¿ Ïá ÝÇ
³é³Ýóù: ²Ûë å»ë, »Ã» O ·³ ·³ ÃÇÝ ÏÇó áõ ÕÇÕ ³ÝÏ Ûáõ Ýáí SOA »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ

åï ïáõÙ »Ýù SO ¿çÇ ßáõñçÁ ëï³ ÝáõÙ »Ýù SO ³é³Ýó ùáí ÏáÝ. S-Á Ïá ÝÇ ·³ -

ÜÏ. 2

·³ÃÝ ¿, O-Ý` ÑÇÙ ùÇ ßñ ç³ ÝÇ Ï»Ýï ñáÝÝ ¿, OA-Ý ³Û¹ ßñ ç³ ÝÇ ß³ é³ íÇÕÝ ¿ (ÝÏ. 2):

È³ÛÝ ÇÙ³ë ïáí ÏáÝ ³ë» Éáí Ñ³ë Ï³ ÝáõÙ »Ýù ³ÛÝ åÇ ëÇ Ù³ñ ÙÇÝ, áñÇ Ù³ -

Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ ëï³ó íáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå: ì»ñó íáõÙ ¿ Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý Ñ³ñÃ ÷³Ï

³é³Ýó ÇÝù Ý³ Ñ³ ïáõÙ Ý» ñÇ L Ïáñ ¨ Ýñ³ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÇó ¹áõñë ·ïÝ íáÕ Ï³ Ù³ -

Û³ Ï³Ý S Ï»ï: È ÏáñÝ ³Ý í³ ÝáõÙ »Ý Ïá ÝÇ áõÕ Õáñ¹, Ýñ³ Ýáí ë³Ñ Ù³ Ý³ ÷³Ï íáÕ

å³ï Ï» ñÁ` Ïá ÝÇ ÑÇÙù, ÇëÏ S Ï» ïÁ` Ïá ÝÇ ·³ -
·³Ã: Îá ÝÇ S ·³ ·³ ÃÁ Ýñ³ L áõÕ Õáñ ¹Ç Ï» ï» ñÇ

Ñ»ï ÙÇ ³ó ÝáÕ Ñ³ï í³Í Ý» ñÁ Ïáã íáõÙ »Ý Ïá ÝÇ
ÍÝáñ¹ Ý»ñ: Üñ³Ýù §Éó ÝáõÙ »Ý¦ Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ
Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ: ºÃ» Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ -

ÃÁ Ïï ñ»Ýù ÍÝáñ ¹áí, ³å³ ³ÛÝ ÑÝ³ ñ³ íáñ ÏÉÇ -

ÝÇ §÷é»É¦ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³: àõ ÕÇÕ ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ

Ïá ÝÇ ÷é í³Í ùÁ ÏÉÇ ÝÇ ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ ë»Ï ïáñ, áñÇ

ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ Ïá ÝÇ ÍÝáñ ¹Ç »ñ Ï³ ñáõ -

ÃÛ³ ÝÁ, ÇëÏ ë»ÏïáñÇ ³Õ»ÕÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁª

ÏáÝÇ ÑÇÙùÇ ßñç³Ý³·ÍÇ »ñÏ³ñáõÃÛ³ÝÁ (ÝÏ. 3):

ºÃ» l-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù ÏáÝÇ ÍÝáñ¹Ç »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ, ÇëÏ R-áíª ÑÇÙùÇ

ß³é³íÇÕÁ, ³å³ ³Û¹ ßñç³Ý³ÛÇÝ ë»ÏïáñÇ ³Õ»ÕÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ 2πR ¿, ÇëÏ

ß³é³íÇÕÁª l, áõëïÇ Ýñ³ Ù³Ï»ñ»ëÁ, ÇÝãå»ë ·Çï»Ýù Ñ³ñÃ³ã³÷áõÃÛáõÝÇó,

Ñ³í³ë³ñ ¿

1−− 2πR · l = πRl :
2

ÜÏ. 3
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²ÛëåÇëáí, ÏáÝÇ ÏáÕÙÝ³ÛÇÝ Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁª

SÏ. ÏáÕÙ = πRl ,

ÇëÏ Ýñ³ ÉñÇí Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁª

SÉ. = πRl + πR2£

Îá ÝÇ í» ñÁ ïñ í³Í ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ ë³Ñ Ù³ Ýáõ ÙÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ó³Ý Ï³ ó³Í

µáõñ· Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ¹Ç ï³ñ Ï»É, áñ å»ë Ïá ÝÇ Ù³ë Ý³ íáñ ï» ë³Ï:

Ø»Ýù Ïáõ ëáõÙ Ý³ ëÇ ñ»Ýù ÙÇ ³ÛÝ áõ ÕÇÕ ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ Ïá ÝÇ Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ ¨

Ñ³ ÏÇñ× ÉÇ Ý» Éáõ Ñ³ Ù³ñ §áõ ÕÇÕ ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ¦ µ³ é» ñÁ µ³ó ÏÃáÕ Ý»Ýù: ²Ûë åÇ -

ëáí, »Ã» ³ë íáõÙ ¿ §¹Ç ï³ñ Ï»Ýù ÏáÝ¦, ÝÏ³ ïÇ áõ Ý»Ýù §¹Ç ï³ñ Ï»Ýù áõ ÕÇÕ ßñ -

ç³ Ý³ ÛÇÝ ÏáÝ¦: 

¸Ç ï³ñ Ï»Ýù Ïá ÝÇ Ñ³ ïáõÛÃ Ý»ñÁ ï³ñµ»ñ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÝ»ñáí¸Ç ï³ñ Ï»Ýù Ïá ÝÇ Ñ³ ïáõÛÃ Ý»ñÁ ï³ñµ»ñ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÝ»ñáí(1)(1)

Îá ÝÇ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ Ýñ³ ·³ ·³ Ãáí ³Ýó ÝáÕ

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ùµ Ñ³ í³ ë³ ñ³ë ñáõÝ »é³ÝÏ ÛáõÝ ¿,

áñÇ ëñáõÝù Ý» ñÁ Ïá ÝÇ ÍÝáñ¹ Ý»ñÝ »Ý (ÝÏ. 4)£

Ø³ë Ý³ íá ñ³ å»ë Ñ³ í³ ë³ ñ³ë ñáõÝ »é³ÝÏ -

ÛáõÝ ¿ Ïá ÝÇ ³é³Ýó ù³ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ£

Îá ÝÇ ÑÇÙ ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ ïáõÛÃ Ý» ñÁ ùÝ -

Ý³ñ Ï» Éáõ Ñ³ Ù³ñ Ý³Ë ë³Ñ Ù³ Ý»Ýù ï³ ñ³ -

Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç Ñá Ùá ï» ïÇ ³ ÛÇ (ÝÙ³ Ý³¹ ñáõ -

ÃÛ³Ý) ·³ Õ³ ÷³ ñÁ£ 

ê³Ñ Ù³ ÝáõÙ£ê³Ñ Ù³ ÝáõÙ£ k > 0 ·áñ Í³Ï óáí Ñá Ùá ï» -

ïÇ ³ ú Ï»Ýï ñá ÝÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ïáã íáõÙ ¿

ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ Ó¨³÷á Ëáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñÁ

ó³Ý Ï³ ó³Í X Ï»ï ï» Õ³ ÷á ËáõÙ ¿ OX ×³ -

é³ ·³Û ÃÇ ³ÛÝ åÇ ëÇ X′ Ï» ïÇ, áñ OX′ = k · OX

(ÝÏ. 5)£ ÖÇßï ¿ Ñ»ï¨Û³É Ã»áñ»ÙÁª

î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç O Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ k > 0 ·áñ Í³Ï óáí Ñá Ùá ï» ïÇ ³ ÛÇ ¹»å -
ùáõÙ

³) áõ ÕÇ ÕÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ áõÕ ÕÇ, ×³ é³ ·³Û ÃÁª ×³ é³ ·³Û ÃÇ, Ñ³ï í³ ÍÁª Ñ³ï í³ -
ÍÇ,

µ) å³Ñ å³Ý íáõÙ »Ý ×³ é³ ·³ÛÃ Ý» ñáí Ï³½Ù í³Í ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÇ Ù» Íáõ ÃÛáõÝ -
Ý» ñÁ,

·) Ñá Ùá ï» ïÇ ³ ÛÇ Ï»Ýï ñá Ýáí ã³Ýó ÝáÕ ó³Ý Ï³ ó³Í Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ ³ñ ï³ -

å³ï Ï»ñ íáõÙ ¿ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ (Ï³Ù ÇÝùÝ Çñ íñ³, »Ã» k = 1)£
²å³ óáõ ó»Ýù, ûñÇÝ³Ï, ·) åÝ¹áõÙÁ£

ÜÏ. 4

(1) Â³ñ·Ù³ÝÇãÝ»ñÇ ÏáÕÙÇó ³í»É³óñ³Í ï»ùëï³ÛÇÝ Ñ³ïí³ÍÝ»ñÁ ¨ ËÝ¹ÇñÝ»ñÁ

ëÏëíáõÙ »Ý  ¨ ³í³ñïíáõÙ  Ýß³ÝÝ»ñáí£
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ÜÏ. 6ÜÏ. 5

Æñáù, ¹Ç óáõù ú-Ý Ñá Ùá ï» ïÇ ³ ÛÇ Ï»Ýï ñáÝÝ ¿, ÇëÏ α-Ý ³Û¹ Ï» ïáí ã³Ýó ÝáÕ

ó³Ý Ï³ ó³Í Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ (ÝÏ. 6)£ ²Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»ç í»ñó Ý»Ýù ó³Ý Ï³ ó³Í

AB áõ ÕÇÕ£ Ðá Ùá ï» ïÇ ³ ÛÇ Ó¨³÷á Ëáõ ÃÛ³Ùµ A Ï» ïÁ Ï³Ýó ÝÇ OA ×³ é³ ·³Û ÃÇ

A′ Ï» ïÇ, ÇëÏ B Ï» ïÁ OB ×³ é³·³Û ÃÇ B′ Ï» ïÇ, 

OA′ OB′
ÁÝ¹ áñáõÙ −−−− = k, −−−− = k£ àõë ïÇ

OA OB
∆OAB ~ ∆OA′B′, ¨ Ñ»ï¨³µ³ñ ∠OAB = ∠OA′B′, áõë ïÇ AB||A′B′£ 

ì»ñó Ý»Ýù ³ÛÅÙ α Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ å³ï Ï³ ÝáÕ Ù»Ï ³ÛÉª AC áõ ÕÇÕ£ Ðá Ùá ï» -

ïÇ ³ ÛÇ ¹»å ùáõÙ ³ÛÝ Ï³Ýó ÝÇ Çñ»Ý ½áõ ·³ Ñ»é A′C′ áõÕ ÕÇ£ ¸Ç ï³ñÏ íáÕ Ñá Ùá -

ï» ïÇ ³ ÛÇ ¹»å ùáõÙ α Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ A′B′ ¨ A′C′ áõ ÕÇÕ Ý» ñÁ å³ ñáõ -

Ý³ ÏáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý£ ø³ ÝÇ áñ A′B′||AB ¨ A′C′||AC, ³å³ α||α′ Áëï »ñ Ïáõ

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ½áõ ·³ Ñ» éáõ ÃÛ³Ý Ñ³Û ï³ ÝÇß Ç£ ∇
²Ûë ï» ÕÇó, áñ å»ë Ñ»ï¨³Ýù,

ëï³ ÝáõÙ »Ýù Ñ»ï¨Û³É Ã» á ñ» ÙÁª

Îá ÝÇ ÑÇÙ ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é ¨ Ïá ÝÁ Ñ³ -
ïáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ Ïá ÝÁ Ñ³ ïáõÙ ¿ ßñ -
ç³ Ýáí, ÇëÏ Ýñ³ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁª ßñ ç³ -
Ý³· Íáí, áñÇ Ï»Ýï ñá ÝÁ ·ïÝ íáõÙ ¿
Ïá ÝÇ ³é³Ýó ùÇ íñ³£

²å³óáõÛó£²å³óáõÛó£ ¸Ç óáõù β-Ý Ïá ÝÇ ÑÇÙ -

ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é ¨ Ïá ÝÁ Ñ³ ïáÕ Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛáõÝÝ ¿ (ÝÏ. 7)£ Îá ÝÇ ·³ ·³ ÃÁ Ï»Ýï -

ñáÝ áõ Ý» óáÕ Ñá Ùá ï» ïÇ ³ ÛÇ Ó¨³÷á -

Ëáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñÇ ¹»å ùáõÙ β Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛáõ ÝÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ Ñ³ñ Ãáõ - ÜÏ. 7



ÃÛ³ ÝÁ, Ïá ÝÇ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ β Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ùµ ï³ ÝáõÙ ¿ Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ íñ³£

Ð»ï¨³µ³ñ, Ïá ÝÇ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ β Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ùµ ßñ ç³Ý ¿, ÇëÏ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ -

Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ùµª ßñ ç³ Ý³ ·ÇÍ, áñÇ Ï»Ýï ñá ÝÁ ·ïÝ íáõÙ

¿ Ïá ÝÇ ³é³Ýó ùÇ íñ³£ ∇
²å³ óáõó í³Í Ã» á ñ» ÙÇó ³Ý ÙÇ ç³ å»ë Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ Ïá ÝÇ ³é³Ýó ùÁ Ýñ³ Ñ³ -

Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³ÝóùÝ ¿, ÇëÏ Ïá ÝÇ ³é³Ýó ùáí ³Ýó ÝáÕ ó³Ý Ï³ ó³Í Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛáõÝ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ Ïá ÝÇ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ£ (10-ñ¹ ¹³ ë³ ñ³ ÝÇ

»ñÏ ñ³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹³ ëÁÝ Ã³ óÇó Ý³Ë í»ñ ÑÇß »ù ³Ûë ·³ Õ³ ÷³ñ Ý» ñÇ ë³Ñ Ù³ -

ÝáõÙ Ý» ñÁ)£ ¸Å í³ñ ã¿ Ñ³ Ùá½ í»É, áñ Ïá ÝÁ ³ÛÉ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù Ý»ñ ¨

Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý»ñ ãáõ ÝÇ£ ²ÏÝ Ñ³Ûï ¿ Ý³¨, áñ Ïá ÝÁ Ñ³ Ù³ ã³ -

÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï ñáÝ ãáõ ÝÇ£ ²Ûë åÝ ¹áõÙ Ý» ñÁ ³å³ óáõ ó»ù ÇÝù Ýáõ ñáõÛÝ, ÝÏ³ ïÇ

áõÝ» Ý³ Éáí Ý³¨, áñ »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ ãáõ ÝÇ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï ñáÝ£

5.2 Ð³ ï³Í ÏáÝ5.2 Ð³ ï³Í ÏáÝ

Îá ÝÁ Ñ³ ïáÕ ¨ Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ Ïá ÝÁ ïñá ÑáõÙ ¿ »ñ Ïáõ

Ù³ ëÇ£ ¸ñ³Ý óÇó Ù» ÏÁ ÏáÝ ¿, ÇëÏ ÙÛáõ ëÁ

Ïáã íáõÙ ¿ Ñ³ ï³Í ÏáÝ£ (ÝÏ. 8)£ êÏ½µ Ý³ -

Ï³Ý Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÁ ¨ ³ÛÝ ßñ ç³ ÝÁ, áñ ëï³ó -

í»É ¿ Ïá ÝÁ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ùµ Ñ³ ï» ÉÇë Ïáã íáõÙ

»Ý Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇ ÑÇÙ ù»ñ£ ¸ñ³Ýó Ï»Ýï -

ñáÝ Ý» ñÁ ÙÇ ³ó ÝáÕ Ñ³ï í³ ÍÁ Ïáã íáõÙ ¿

Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõÝ, ÇëÏ µ³ñÓ -

ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ÁÝ¹·ñ ÏáÕ áõ ÕÇ ÕÁª Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇ
³é³Ýóù£ Îá Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ ³ÛÝ Ù³ -

ëÁ áñÁ ë³Ñ Ù³ Ý³ ÷³ ÏáõÙ ¿ Ñ³ ï³Í Ïá ÝÁ,

Ïáã íáõÙ ¿ Ýñ³ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃ£

Îá Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ ÍÝáñ¹ Ý» ñÇ ³ÛÝ

Ñ³ï í³Í Ý» ñÁ, áñáÝù ·ïÝ íáõÙ »Ý ÑÇÙ ù» -

ñÇ ÙÇç¨, Ïáã íáõÙ »Ý Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇ ÍÝáñ¹ Ý»ñ (AA1, BB1 ¨ ³ÛÉÝ)£ Ð³ ï³Í Ïá -

ÝÇ µá Éáñ ÍÝáñ¹ Ý» ñÁ, ³ÏÝ Ñ³Ûï ¿, Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý (AA1 = PA − PA1, BB1 =
PB − PB1 ¨ PA1 = PB1, PA = PB)£ Ð³ ï³Í ÏáÝ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ëï³ Ý³Éª åï ï» Éáí áõÕ -

Õ³ÝÏ ÛáõÝ ë» Õ³ ÝÁ Çñ ³ÛÝ ÏáÕ ÙÇ ßáõñ çÁ, áñÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ ÑÇÙ ù» ñÇÝ£ Ð³ ï³Í

Ïá ÝÇ ³é³Ýó ùáí ³Ýó ÝáÕ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ Ïáã íáõÙ ¿ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛÃ. ³ÛÝ

Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ Ñ³ í³ ë³ ñ³ë ñáõÝ ë» Õ³Ý, áñÇ ÑÇÙ ù» ñÁ Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÇ

ïñ³ Ù³ ·ÇÍ Ý»ñÝ »Ý, ÇëÏ ëñáõÝù Ý» ñÁª Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇ ÍÝáñ¹ Ý»ñÁ£

êï³ Ý³Ýù µ³ Ý³Ó¨ Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÇ

Ñ³ßí Ù³Ý Ñ³ Ù³ñ£ ú·ï í» Éáí Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÇ µ³ -

Ý³Ó¨Çó, ëï³ ÝáõÙ »Ýùª 

SÏ.Ñ.Ï. = π · OA · PA − π · A1O1 · PA1
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Üß³ Ý³ Ï»Ýù OA = r, O1A1 = r1, AA1 = l£ ²Û¹ ¹»å ùáõÙ 

SÏ.Ñ.Ï. = πr(PA1 + AA1) − πr · PA1,= prl + π(r − r1)PA1 (1)

PA1 r PA1 r1 l · r1∆PO1A1 ~ ∆POA, áõë ïÇ −−− = −− Ï³Ù −−−−−−− = −−, áñ ï» ÕÇó PA1 = −−−−−,
PA r1 PA1 + l r r − r1

áñÁ ï» Õ³¹ ñ» Éáí (1) µ³ Ý³Ó¨Ç ³ç Ù³ ëáõÙ, Ïëï³ Ý³Ýùª

SÏ.Ñ.Ï. = π(r + r1)l £

5.3 ¶É³Ý5.3 ¶É³Ý

Ø»Ýù áõ ëáõÙ Ý³ ëÇ ñ» Éáõ »Ýù ÙÇ³ÛÝ §áõ ÕÇÕ ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ ·É³ ÝÁ¦: Üñ³ Ù³ -

Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ Ï³½Ù í³Í ¿ »ñ Ïáõ ÑÇÙ ù» ñÇó ̈  ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇó: àõ ÕÇÕ ßñ ç³ -

Ý³ ÛÇÝ ·É³ ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÁ »ñ Ïáõ Ñ³ í³ ë³ñ ßñ ç³Ý Ý»ñ »Ý, áñáÝù ï» Õ³¹ñ í³Í »Ý

½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñáõÙ ³ÛÝ å»ë, áñ

Ýñ³Ýó Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñáí ³Ýó ÝáÕ áõ ÕÇ ÕÁ áõÕ Õ³ Ñ³ -

Û³ó ¿ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇÝ: ²Û¹ áõÕÇÕÁ

ÏáãíáõÙ ¿ ·É³ÝÇ ³é³Ýóù£ ¶É³ ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ -

Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ Ï³½ ÙáõÙ »Ý Ýñ³ ÑÇÙ ù» ñÇÝ áõÕ Õ³ Ñ³ -

Û³ó µá Éáñ ³ÛÝ Ñ³ï í³Í Ý» ñÁ, áñáÝó Í³Û ñ» ñÁ

å³ï Ï³ ÝáõÙ »Ý ÑÇÙ ù» ñÇ ßñ ç³ Ý³· Í» ñÇÝ: ²Û¹

Ñ³ï í³Í Ý» ñÁ Ïáã íáõÙ »Ý ·É³ ÝÇ ÍÝáñ¹ Ý»ñ, ÇëÏ

ÑÇÙ ù» ñÇ Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÁ ÙÇ ³ó ÝáÕ OO1 Ñ³ï í³ ÍÁª

·É³ ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõÝ£ ¸ñ³Ýù Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ

Ñ³ï í³Í Ý»ñ »Ý£ ÌÝáñ ¹Ç »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ -

ë³ñ ¿ µ³ñÓ ñáõ ÃÛ³ ÝÁ (ÝÏ. 9): 

¶É³ ÝÁ åï ï³ Ï³Ý Ù³ñ ÙÇÝ ¿, áñÁ ëï³ó íáõÙ ¿,

»Ã» áõÕ Õ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ åï ï»Ýù  Ýñ³ ÏáÕ Ù» ñÇó Ù» -

ÏÇ (³Û¹ ÏáÕ ÙÁ å³ ñáõ Ý³ ÏáÕ áõÕ ÕÇ) ßáõñçÁ: 

àõÕ Õ³ÝÏ Û³Ý ³Û¹ ÏáÕ ÙÁ å³ ñáõ Ý³ ÏáÕ áõ ÕÇ ÕÁ

Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ ·É³ ÝÇ ³é³Ýó ùÁ: ÜÏ³ñ 10-áõÙ

å³ï Ï»ñ í³Í ¿ O1O2 ³é³Ýó ùáí ·É³Ý, áñÁ

ëï³ó íáõÙ ¿, »Ã» ABO1O2 áõÕ Õ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ åï -

ï»Ýù O1O2 áõÕ ÕÇ ßáõñçÁ, O1-Á ¨ O2-Á` ·É³ ÝÇ

ÑÇÙ ù» ñÇ Ï»Ýï ñáÝ Ý»ñÝ »Ý: 

ÆÝã å»ë Ïá Ý» ñÇ ¹»å ùáõÙ, Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ¹Ç ï³ñ Ï»É

áã ÙÇ ³ÛÝ áõ ÕÇÕ ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ ·É³Ý Ý»ñ, ³ÛÉ Ý³¨

Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý ·É³Ý Ý»ñ: ê³ Ï³ÛÝ Ù»Ýù ÙÇßï Ï¹Ç -

ï³ñ Ï»Ýù ÙÇ ³ÛÝ áõ ÕÇÕ ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ ·É³Ý Ý»ñ ¨

Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³Ý áñáß Çã Ý» ñÁ µ³ó ÏÃáÕ Ý»Ýù:

ºÃ» ·É³ ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ Ïïñ»Ýù

9
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ÍÝáñ ¹áí, Ýñ³ ÷é í³Í ùÁ ÏÉÇ ÝÇ áõÕÕ³ÝÏ ÛáõÝ, áñÇ ÏáÕ Ù» ñÇó Ù» ÏÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿

·É³ ÝÇ ÍÝáñ ¹ÇÝ (Ï³Ù µ³ñÓ ñáõ ÃÛ³ ÝÁ), ÇëÏ ÙÛáõ ëÁª ·É³ ÝÇ ÑÇÙ ùÇ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ »ñ -

Ï³ ñáõ ÃÛ³ ÝÁ: àõë ïÇ »Ã» H-áí Ýß³ Ý³ Ï»Ýù ·É³ ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, ÇëÏ R-áíª ÑÇÙ -

ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ, ³å³ ·É³ ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁª

SÏ.·. = 2πRH,

ÇëÏ ÉñÇí Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁª

SÉ. = 2πRH + 2πR2,

¸Ç ï³ñ Ï»Ýù ³ÛÅÙ ·É³ ÝÇ Ñ³ ïáõÛÃ Ý» ñÁ ï³ñ µ»ñ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñáí ¸Ç ï³ñ Ï»Ýù ³ÛÅÙ ·É³ ÝÇ Ñ³ ïáõÛÃ Ý» ñÁ ï³ñ µ»ñ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñáí 

1°. ºÃ» Ñ³ ïáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ ·É³ ÝÇ ³é³Ýó ùÇÝ, ³å³ ³ÛÝ
·É³ ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ Ñ³ ïáõÙ ¿ ÙÇ ßñ ç³ Ý³· Íáí, áñÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿
·É³ ÝÇ ÑÇÙ ùÇ ßñ ç³ Ý³· ÍÇÝ£

²å³ óáõÛó.²å³ óáõÛó. ²Ûë ÷³ë ïÁ ³Ý ÙÇ ç³ å»ë µËáõÙ ¿ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ½áõ ·³ -

Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõ ÝÇó,

Áëï áñÇ ó³Ý Ï³ ó³Í Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ ³Ýó ÝáõÙ ¿

Çñ»Ý ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ï³Ù ÇÝùÝ Çñ»Ý

(³Û¹ Ù³ ëÇÝ ÏËáë íÇ ·ÉáõË 7-áõÙ)£ ¸Ç óáõù β-Ý

·É³ ÝÁ Ñ³ ïáÕ ¨ Ýñ³ ÑÇÙ ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛáõÝ ¿ (ÝÏ. 11)£ ¶É³ ÝÇ ³é³Ýó ùÇ áõÕ Õáõ -

ÃÛ³Ùµ ½áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñÁ

Ñ³ Ù³ ï» ÕáõÙ ¿ β Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ·É³ ÝÇ ÑÇÙ ùÇ

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ»ï, Ñ³ Ù³ ï» ÕáõÙ ¿ ÏáÕÙ Ý³ -

ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ ÑÇÙ ùÇ ßñ ç³ -

Ý³· ÍÇ Ñ»ï£ ∇
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2°. ¶É³ ÝÇ ³é³Ýó ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ -
ÃÛáõ ÝÁ ·É³ ÝÁ Ñ³ ïáõÙ ¿ áõÕ Õ³ÝÏ Ûáõ Ýáí (»Ý -
Ã³¹ñ íáõÙ ¿, áñ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ» é³ íá ñáõ -
ÃÛáõ ÝÁ ·É³ ÝÇ ³é³Ýó ùÇó ÷áùñ ¿ R-Çó)£

²å³ óáõÛó£²å³ óáõÛó£ ¸Ç óáõù MN -Á ·É³ ÝÇ OO1

³é³Ýó ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é α Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ¨ ·É³ ÝÇ

ÑÇÙ ùÇ Ñ³ï Ù³Ý ·ÇÍÝ ¿ (ÝÏ. 12)£

M ¨ N Ï» ï» ñáí ï³ Ý» Éáí ·É³ ÝÇ MM1 ¨

NN1 ÍÝáñ¹ Ý» ñÁª Ïë ï³ Ý³Ýù MM1N1N áõÕ -

Õ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ, áñÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ½áõ ·³ Ñ»é ¿

OO1 -ÇÝ, áñáí Ñ»ï¨ MM1||OO1£ ø³ ÝÇ áñ MN

¨ OO1 Ë³ã íáÕ áõ ÕÇÕ Ý» ñÇó Ù» Ïáí (MN-áí)

³Ýó ÝáõÙ ¿ ÙÛáõ ëÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é ÙÇ ³ÛÝ Ù»Ï Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛáõÝ, ³å³ MM1N1N Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ -

ÙÁÝÏ ÝáõÙ ¿ α Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ»ï£∇
¶É³ ÝÇ Ñ³ ïáõÛÃ Ý» ñÇ Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ·É³ ÝÇ ³é³Ýó ùÁ,

ÇÝã å»ë Ý³¨ ³é³Ýó ùÇ ÙÇç Ý³ Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ ¨ Ýñ³Ý áõÕÕ³Ñ³Û³ó ó³Ý Ï³ -

ó³Í áõ ÕÇÕ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ ·É³ ÝÇ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù£ ä³ñ½ ¿ Ý³¨, áñ

·É³ ÝÇ ³é³Ýó ùáí ³Ýó ÝáÕ ó³Ý Ï³ ó³Í Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ, ÇÝã å»ë Ý³¨ ³é³Ýó ùÇ

ÙÇç Ý³ Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ ¨ Ýñ³Ý áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ »Ý

·É³ ÝÇ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý»ñ£
¶É³ ÝÇ ³é³Ýó ùÇ (úú1 Ñ³ï í³ ÍÇ) ÙÇç Ý³ Ï» ïÁ ·É³ ÝÇ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý

Ï»Ýï ñáÝÝ ¿£ Æñáù, ·É³ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ áñ¨¿ Ï» ïáí ¨ ·É³ ÝÇ ³é³Ýó ùáí ³Ýó -

ÝáÕ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ ¿, ¨ ù³ ÝÇ áñ áõÕ Õ³ÝÏ Û³Ý Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï -

ñá ÝÁ Ýñ³ ³ÝÏ Ûáõ Ý³· Í» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï»ïÝ ¿, ³å³ Ù»ñ í»ñó ñ³Í Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ -

ã³÷ Ï» ïÁ ³Û¹ Ï» ïÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿ áõÕ Õ³ÝÏ Û³ ÝÁ ¨ Ñ»ï¨³µ³ñ

·É³ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇÝ£

¸Å í³ñ ã¿ Ñ³ Ùá½ í»É Ý³¨, áñ ·É³ ÝÁ ³ÛÉ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù, Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛáõÝ ¨ Ï»Ýï ñáÝ ãáõ ÝÇ (³å³óáõó»ù ÇÝùÝáõñáõÛÝ, û·ïí»Éáí Ý³¨ ·ÉáõË 7-Ç

Ã»áñ»Ù 7.4-Çó)£

5.4 ¶áõÝ¹Á ¨ Ýñ³ Ù³ë»ñÁ 5.4 ¶áõÝ¹Á ¨ Ýñ³ Ù³ë»ñÁ 

´á Éáñ Ù³ñ ÙÇÝ Ý» ñÇó §³Ù» Ý³Ï Éá ñÁ¦, ÇÝã Ëáëù, ·áõÝ¹Ý ¿: ¶Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ -

ÃÁ (³Û ëÇÝùÝª ·Ý ¹á Éáñ ïÁ Ï³Ù ëý»ñ³Ý)(1) ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ -

ã³ ÷³ Ï³Ý ï»ÕÝ ¿, áñáÝù Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é »Ý ÙÇ Ï» ïÇó: ²Û¹ Ï» ïÁ Ïáã íáõÙ ¿

ÜÏ. 12

(1) Ð³ÏÇñ× ·ñ³éÙ³Ý Ñ³Ù³ñ Ù»Ýù ³í»ÉÇ Ñ³×³Ë Ïû·ï³·áñÍ»Ýù §ëý»ñ³¦ ï»ñÙÇÝÁ£



·Ý ¹á Éáñ ïÇ Ï»Ýï ñáÝ, ÇëÏ ·Ý ¹á Éáñ ïÇ Ï» ïÁ

Ýñ³ Ï»Ýï ñá ÝÇ Ñ»ï ÙÇ ³ó ÝáÕ Ñ³ï í³ ÍÁ ¨

í»ñ çÇ ÝÇë »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ïáã íáõÙ ¿  ß³ é³ -
íÇÕ (ÝÏ. 13): 

¶Ý ¹á Éáñ ïÇ ¨ ·Ý ¹Ç Ñ»ï (×Çßï ³ÛÝ å»ë,

ÇÝã å»ë ßñ ç³ Ý³· ÍÇ ¨ ßñ ç³ ÝÇ Ñ»ï) Ï³å -

í³Í »Ý ïñ³ Ù³· ÍÇ ¨ É³ ñÇ Ñ³ë Ï³ óáõ -

ÃÛáõÝ Ý» ñÁ ³ÛÝ ¿ª É³ ñÁ ëý» ñ³ ÛÇ ó³Ý Ï³ ó³Í

»ñ Ïáõ Ï» ï» ñÁ ÙÇó ÝáÕ Ñ³ï í³ÍÝ ¿, ÇëÏ ëý» -

ñ³ ÛÇ Ï»Ýï ñá Ýáí ³Ýó ÝáÕ É³ ñÁª ïñ³ Ù³ -

·ÇÍÁ ):
¶áõÝ ¹Á Ï³ é³ ç³ Ý³ áñ å»ë åï ï³ Ï³Ý

Ù³ñ ÙÇÝ, »Ã» ßñ ç³ ÝÁ (Ï³Ù ÏÇ ë³ßñ ç³ ÝÁ)

åï ï»Ýù ïñ³ Ù³· ÍÇ ßáõñçÁ:

²å³ óáõ ó»Ýù, áñ ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá Ýáí ³Ýó ÝáÕ ó³Ý Ï³ ó³Í áõ ÕÇÕ Ñ³Ý ¹Ç ë³ -
ÝáõÙ ¿ Ýñ³ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù, ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá Ýáí ³Ýó ÝáÕ ó³Ý Ï³ ó³Í
Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ ·Ý ¹Ç Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ, ÇëÏ ·Ý ¹Ç
Ï»Ýï ñá ÝÁ Ýñ³ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï ñáÝÝ ¿£

Æñáù, ¹Ç óáõù α-Ý ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá Ýáí ³Ýó -

ÝáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ ¿, ÇëÏ X-Áª ·Ý ¹Ç Ï³ Ù³ Û³ -

Ï³Ý Ï»ï (ÝÏ. 14)£ Î³ éáõ ó»Ýù α -Ç ÝÏ³ï -

Ù³Ùµ X-Ç Ñ³ Û» É³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ ã³÷ X′ Ï» ïÁ£ 

OAX ¨ OAX′ áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ »é³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÇ

Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõ ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ OX′ = OX£

ø³ ÝÇ áñ OX ≤ R, ³å³ OX′ ≤ R, ³Û ëÇÝùÝ

ëï³ó í»ó, áñ X-Ç Ñ³ Ù³ ã³÷ X′ Ï» ïÁ (α
Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ï³Ù ú Ï» ïáí ³Ýó -

ÝáÕ áõÕ ÕÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ)  å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿ ·Ý -

¹ÇÝ£ 

¸Ç óáõù ³ÛÅÙ X′′ -Á X-Ç Ñ³ Ù³ ã³÷ Ï»ïÝ ¿

·Ý ¹Ç ú Ï»Ýï ñá ÝÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ£ ²Û¹ ¹»å ùáõÙ OX′′ = OX ≤ R, ³Û ëÇÝùÝ X′′ Ï» -

ïÁ å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿ ·Ý ¹ÇÝ£∇
ÆÝù Ýáõ ñáõÛÝ Ñ³ Ùá½ í»ù, áñ ·áõÝ ¹Á ³ÛÉ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ, Ñ³ -

Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù ¨ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï ñáÝ ãáõ ÝÇ£
Ð»ï¨Û³É Ã» á ñ» ÙÁ ï³ ÉÇë ¿ ·Ý ¹Ç ß³ï Ï³ñ¨áñ µÝáõ Ã³· ñÇã Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõ ÝÁ:

Â» á ñ»Ù 5.1Â» á ñ»Ù 5.1 (·Ý ¹Ç Ñ³ ïáõÛÃ Ý» ñÇ Ù³ ëÇÝ): 
¶Ý ¹Ç ó³Ý Ï³ ó³Í Ñ³ñÃ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ ßñ ç³Ý ¿: (Ð³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ

ëý»ñ³ÛÇ ó³Ý Ï³ ó³Í Ñ³ñÃ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ ßñ ç³ Ý³ ·ÇÍ ¿)£ ÀÝ¹ áñáõÙ, »Ã» ·Ý ¹Ç ß³ é³ -

íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ R-Ç, ÇëÏ Ñ³ï Ù³Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá -

ÝÇó Ñ³ í³ ë³ñ ¿ d-Ç, ³å³ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ r = √"R2"−" $d 2 :

12

ÜÏ. 13

ÜÏ. 14



²å³ óáõÛó:²å³ óáõÛó: ¸Ç óáõù O-Ý ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñáÝÝ ¿, O°-Á` ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÇ åñá Û»Ï -

óÇ³Ý ¿ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³, OO° = d, A-Ý ëý» ñ³ ÛÇ ¨ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ å³ï Ï³ ÝáÕ áñ¨¿ Ï»ï ¿ (ÝÏ. 15): êï³ó í³Í OO°A »é³ÝÏ Ûáõ ÝáõÙ

∠OO°A = 90°: Ð»ï¨³µ³ñ O°A = √"O"A2"−" "O°$O2 = √"R2"−" $d2 : ²Ûë ï» ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿,
áñ A-Ý å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ -

ÝáõÙ ÁÝ Ï³Í O° Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ r ß³ é³í Õáí ßñ ç³ -

Ý³· ÍÇÝ: ¸Å í³ñ ã¿ ëïáõ ·»É, áñ ³Û¹ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ

ó³Ý Ï³ ó³Í Ï»ïÝ ÁÝ Ï³Í ¿ ïñ í³Í ëý»ñ³ÛÇ

íñ³: ∇
¶Ý ¹Ç Ñ³ ïáõÛ ÃÇ r ß³ é³ íÇ ÕÁ ÏÉÇ ÝÇ ³Ù» Ý³ Ù» -

ÍÁ, »ñµ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ³Ýó ÝÇ ·Ý ¹Ç

Ï»Ýï ñá Ýáí: ¶Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá Ýáí ³Ýó ÝáÕ Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛ³Ùµ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ ³Û¹ å»ë ¿É Ïáã íáõÙ ¿` ·Ý ¹Ç Ù»Í
ßñ ç³Ý, ÇëÏ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³Ý ßñ ç³ Ý³ ·Ç ÍÁ`

Ù»Í ßñ ç³ Ý³ ·ÇÍ:

Â»áñ»Ù 5.1-Çó, Ù³ë Ý³ íá ñ³ å»ë, Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ëï³ Ý³É ÙÇ Ï³ñ¨áñ Ñ»ï¨³Ýù.

ºñÏáõ ëý»ñ³Ý»ñÇ Ñ³ïÙ³Ý ·ÇÍÁ ßñç³Ý³·ÇÍ ¿£

²å³ óáõÛó£²å³ óáõÛó£ ¸Ç óáõù O1-Á ¨ O2-Á ³Û¹ ëý» ñ³ -

Ý» ñÇ Ï»Ýï ñáÝ Ý»ñÝ »Ý, ÇëÏ A-Ýª Ýñ³Ýó Ñ³ï -

Ù³Ý ·ÍÇ áñ¨¿ Ï»ï (ÝÏ. 16) (µÝ³ Ï³ Ý³ µ³ñ »Ý -

Ã³¹ñ íáõÙ ¿, áñ ëý» ñ³ Ý»ñÝ áõ Ý»Ý Ù» ÏÇó ³í» ÉÇ

Ñ³ï Ù³Ý Ï» ï»ñ ¨ Ýñ³Ýó Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÁ ã»Ý Ñ³ -

ÙÁÝÏ ÝáõÙ)£ A Ï» ïáí ï³ Ý»Ýù O1O2 áõÕ ÕÇÝ áõÕ -

Õ³ Ñ³ Û³ó α Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ£ Àëï 5.1 Ã» á ñ» ÙÇ, α
Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ »ñ Ïáõ ëý» ñ³ Ý»ñÝ ¿É ÏÑ³ ïÇ B

Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ A Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ K ßñ ç³ Ý³· Íáí£

²Ûë åÇ ëáí, K ßñ ç³ Ý³ ·Ç ÍÁ å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿ ³Û¹

ëý» ñ³ Ý» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý ·ÍÇÝ£ ØÝáõÙ ¿ óáõÛó ï³É,

áñ ³Û¹ ëý» ñ³ Ý» ñÁ ³ÛÉ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ï»ñ ãáõ Ý»Ý£

ºÝ Ã³¹ ñ»Ýù Ñ³ Ï³ é³ ÏÁ. ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ ÝÇ K ßñ -

ç³ Ý³· ÍÇÝ ãå³ï Ï³ ÝáÕ X Ï»ï, áñÁ å³ï Ï³ -

ÝáõÙ ¿ ëý» ñ³ Ý» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý ·ÍÇÝ£ X Ï» ïáí ¨

O1O2 áõÕ Õáí ï³ Ý»Ýù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ£ ²Û¹ Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ÏÑ³ ïÇ ëý» ñ³ Ý» ñÁ O1 ¨ O2 Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñáí ßñ ç³ Ý³· Í» ñáí£ ²Û¹ ßñ -

ç³ Ý³· Í» ñÁ Çñ³ñ Ñ»ï Ñ³ï íáõÙ »Ý K ßñ ç³ Ý³· ÍÇÝ å³ï Ï³ ÝáÕ »ñ Ïáõ Ï» ï» -

ñáõÙ ¨ µ³ óÇ ³Û¹ ³Ýó ÝáõÙ »Ý X Ï» ïáí£ ÆëÏ ¹³ ÑÝ³ ñ³ íáñ ã¿, áñáí Ñ»ï¨ ï³ñ -

µ»ñ Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñáí »ñ Ïáõ ßñ ç³ Ý³· Í»ñ ã»Ý Ï³ ñáÕ áõ Ý» Ý³É »ñ Ïáõ ëÇó ³í» ÉÇ

Ñ³ï Ù³Ý Ï» ï»ñ£ êï³ó í»ó Ñ³ Ï³ ëáõ ÃÛáõÝ, áõë ïÇ Ù»ñ »Ý Ã³¹ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ëË³É

¿ñ ¨ åÝ ¹áõ ÙÁ ³å³ óáõó í³Í ¿£

13
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Â» á ñ»Ù 5.2*Â» á ñ»Ù 5.2* (Ï³ñ ×³ ·áõÛÝ áõ ÕÇÝ ëý»ñ³ÛÇ íñ³ Ûáí)(1)

¶Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇÝ å³ï Ï³ ÝáÕ Ýñ³ A ¨ B »ñ Ïáõ Ï» ï» ñÁ ÙÇ ³ó ÝáÕ Ï³ñ -

×³ ·áõÛÝ áõ ÕÇÝ ³Û¹ Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ Ù»Í ßñ ç³ Ý³· ÍÇ AB ÷áùñ ³Õ»ÕÝ ¿:

²å³ óáõÛó:²å³ óáõÛó: AB ÷áùñ ³Õ» ÕÇ íñ³ í»ñó Ý»Ýù Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý M Ï»ï ¨ ³å³ -

óáõ ó»Ýù, áñ A ¨ B Ï» ï» ñÁ ÙÇ ³ó ÝáÕ Ï³ñ ×³ ·áõÛÝ áõ ÕÇÝ å»ïù ¿ ³Ýó ÝÇ M Ï» -

ïáí (ÝÏ. 17): 

¸Ç óáõù O-Ý ëý»ñ³ÛÇ Ï»Ýï ñáÝÝ ¿: î³ Ý»Ýù

M-áí »ñ Ïáõ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ, Ù»ÏÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó

OA-ÇÝ, ÙÛáõëÝ` OB-ÇÝ: ²Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ

Ñ³ ïáõÙ »Ý ëý»ñ³Ý »ñ Ïáõ` ω ¨ υ ßñ ç³ Ý³· Í» -

ñáí, áñáÝù áõ Ý»Ý ÙÇ ³Ï` M ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ Ï»ï: ¸Ç -

ï³ñ Ï»Ýù A-Çó  B  Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý áõ ÕÇ, áñÁ ãÇ

³Ýó ÝáõÙ M Ï» ïáí: 

¸Ç óáõù ³Û¹ áõ ÕÇÝ ω ßñ ç³ Ý³ ·Ç ÍÁ Ñ³ ïáõÙ ¿

K Ï» ïáõÙ, ÇëÏ υ ßñ ç³ Ý³ ·Ç ÍÁ` P Ï»ïáõÙ: Ð»ßï

¿ ï»ë Ý»É, áñ ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ ÝÇ A ¨ M Ï» ï» ñÁ ÙÇ -

³ó ÝáÕ áõ ÕÇ, áñÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ A ¨

K Ï» ï» ñÁ ÙÇ ³ó ÝáÕ áõ Õáõ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛ³ ÝÁ: 

¸ñ³ ÝáõÙ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ Ñ³ Ùá½ í»É, »Ã» åï ï»Ýù ω ßñ ç³ Ý³ ·ÇÍÝ OA ³é³Ýó ùÇ

ßáõñçÝ ³ÛÝ å»ë, áñ K Ï»ïÁ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝÇ M-Ç Ñ»ï:  ÜÙ³ Ý³ å»ë, ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ ÝÇ

B ¨ M Ï» ï» ñÁ ÙÇ ³ó ÝáÕ áõ ÕÇ, áñÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ B ¨ P Ï» ï» ñÁ

ÙÇ ³ó ÝáÕ áõ Õáõ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛ³ ÝÁ: ²Ûë ï» ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ A ¨ B Ï» ï» ñÁ ÙÇ ³ó -

ÝáÕ Ï³ñ ×³ ·áõÛÝ áõ ÕÇÝ Çñ³ Ï³ ÝáõÙ å»ïù ¿ ³Ýó ÝÇ M Ï» ïáí: Â» á ñ»ÙÝ ³å³ -

óáõó í³Í ¿, ù³ÝÇ áñ M-Á AB ÷áùñ ³Õ» ÕÇ Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý Ï»ï ¿: ∇
R ß³ é³í Õáí ëý» ñ³ ÛÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ Ñ³ß í» Éáõ Ñ³ Ù³ñ Ïû·ï -

í»Ýù S = 4πR2 µ³ Ý³Ó¨Çó, áñÇ ³å³ óáõÛ óÁ Ïïñ íÇ 12-ñ¹ ¹³ ë³ ñ³ ÝÇ ï³ ñ³ -

Í³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹³ ëÁÝ Ã³ óáõÙ£ 

ÜÏ. 17

(1) *-áí Ýßí³Í ÝÛáõÃ»ñÁ Ý³Ë³ï»ëí³Í ã»Ý å³ñï³¹Çñ áõëáõóÙ³Ý Ñ³Ù³ñ£



¶Ý ¹³ ÛÇÝ ·á ïÇ Ïáã íáõÙ ¿ ëý» ñ³ ÛÇ ³ÛÝ Ù³ ëÁ, áñÝ ³éÝ í³Í ¿ ·áõÝ ¹Á Ñ³ ïáÕ

»ñ Ïáõ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ÙÇç¨ (ÇëÏ ·Ý¹Ç Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ù³ëÁ

ÏáãíáõÙ ¿ ·Ý¹³ÛÇÝ ß»ñï) (ÝÏ. 18)£ ²Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ

O1O2-Á Ïáã íáõÙ ¿ ·Ý ¹³ ÛÇÝ ·á ïáõ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõÝ, ÇëÏ Ñ³ ïáõ ÙÇó ëï³ó í³Í ßñ -

ç³Ý Ý» ñÁª ·Ý ¹³ ÛÇÝ ·á ïáõ ÑÇÙ ù»ñ£ ºÃ» ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇó Ù» ÏÁ ßáß ³ ÷áõÙ

¿ ëý» ñ³Ý, ³å³ ëï³ ÝáõÙ »Ýù ·Ý ¹³ ÛÇÝ ë»· Ù»Ýï£ Ð³ ïáõÛ ÃáõÙ ëï³ó í³Í ßñ -

ç³ ÝÁ Ïáã íáõÙ ¿ ë»· Ù»Ý ïÇ ÑÇÙù, ÇëÏ Ñ³ ïáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ÝÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó AC

ïñ³ Ù³· ÍÇ AB Ñ³ï í³ ÍÁª ë»· Ù»Ý ïÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõÝ (ÝÏ. 19)

ºÃ» ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇó Ù» ÏÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ ëý» ñ³Ý, ÇëÏ ÙÛáõ ëÁ ³Ýó ÝáõÙ

·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá Ýáí, ³å³ ëï³ ÝáõÙ »Ýù ÏÇ ë³ ·áõÝ¹£

¶Ý ¹³ ÛÇÝ ë»Ï ïáñ Ïáã íáõÙ ¿ ³ÛÝ Ù³ñ ÙÇ ÝÁ,

áñÁ ëï³ó íáõÙ ¿ ·Ý ¹³ ÛÇÝ ë»· Ù»Ý ïÇó ¨ Ïá ÝÇó

Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå£ ²ÛÝ ¹»å ùáõÙ, »ñµ ë»· Ù»Ý ïÁ

÷áùñ ¿ ÏÇ ë³·Ý ¹Çó, ·Ý ¹³ ÛÇÝ ë»Ï ïá ñÁ ëï³ó -

íáõÙ ¿ ë»· Ù»Ý ïÁ Éñ³ó Ý» Éáí ë»· Ù»Ý ïÇ Ñ»ï

ÝáõÛÝ ÑÇÙ ùÁ áõ Ý» óáÕ ¨ ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÁ ·³ ·³Ã

áõ Ý» óáÕ Ïá Ýáí (ÝÏ. 20)£ ÆëÏ »Ã» ë»· Ù»Ý ïÁ Ù»Í

¿ ÏÇ ë³·Ý ¹Çó, ³å³ ·Ý ¹³ ÛÇÝ ë»Ï ïá ñÁ ëï³ó -

íáõÙ ¿ ³Û¹ ë»· Ù»Ý ïÇó Ñ» é³ó Ý» Éáí Ýñ³ Ñ»ï

ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ ÑÇÙù ¨ ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÁ ·³ ·³Ã áõÝ» -

óáÕ Ïá ÝÁ£

¶Ý ¹³ ÛÇÝ ·á ïáõ (·Ý ¹³ ÛÇÝ ë»· Ù»Ý ïÇ) Ù³ -
Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ Ñ³ßí íáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É µ³ -

Ý³Ó¨áíª

S = 2π · R · h,

áñ ï»Õ R-Á ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇÕÝ ¿, h-Áª ·Ý ¹³ ÛÇÝ ·á ïáõ (·Ý ¹³ ÛÇÝ ë»· Ù»Ý ïÇ) µ³ñÓ -

ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£ ²Ûë µ³ Ý³Ó¨Á Ï³ å³ óáõ ó»Ýù 12-ñ¹ ¹³ ë³ ñ³ ÝÇ ï³ ñ³ Í³ ã³ ÷áõ -

ÃÛ³Ý ¹³ ëÁÝÃ³óáõÙ£

15
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ÊÝ ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ç³¹ñ³ÝùÝ»ñ, Ñ³ñ ó»ñÊÝ ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ç³¹ñ³ÝùÝ»ñ, Ñ³ñ ó»ñ

1. (û) Îá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ h-Ç, ÇëÏ ÍÝáñ ¹Ç »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ` l-Ç:

¶ï»ù Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ ¨ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ: 
2. àñáß »°ù, Ã» ÇÝã Ù³ñ ÙÇÝ ¿ ëï³ó íáõÙ, »Ã» ù³ é³ Ïáõ ëÇÝ åï ï»Ýù Ýñ³

³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ ßáõñçÁ:    

3. (Ï) Îá ÝÇ ÍÝáñ ¹Á µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÇó »ñ Ïáõ ³Ý ·³Ù Ù»Í ¿: ¶ï»ù Ýñ³

³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ ³ÛÝ ³ÝÏ Û³Ý Ù» Íáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñÇ ·³ ·³ ÃÁ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ

¿ Ïá ÝÇ ·³ ·³ ÃÇ Ñ»ï:
4. (Ï) ¶ï»ù 3 ß³ é³í Õáí ·Ý ¹Ç ³ÛÝ Ñ³ñÃ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ, áñÇ Ñ» é³ -

íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÇó Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 2:

5. Îá ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ 2 »ñ Ï³ ñáõ ÃÛ³Ùµ Ý»ñù Ý³ ÓÇ ·áí Ñ³ í³ ë³ -

ñ³ë ñáõÝ áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ »é³ÝÏ ÛáõÝ ¿: Îá ÝÇ ·³ ·³ Ãáí ï³ñ í³Í ¿ Ñ³ ïáõÛÃ, áñÁ

ÑÇÙ ùÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ»ï Ï³½ ÙáõÙ ¿ α ³ÝÏ ÛáõÝ: ¶ï»ù ³Û¹ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ:

6. Þñ ç³ ÝÇó Ïï ñ»É »Ý Ýñ³ ù³ éáñ¹ Ù³ ëÁ Ñ³Ý ¹Ç ë³ óáÕ ë»Ï ïáñ: Þñ ç³ ÝÇ

Ïï ñ³Í ¨ ÙÝ³ ó³Í Ù³ ëÇó å³ï ñ³ë ï»É »Ý »ñ Ïáõ Ïá Ý» ñÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ -

Ï»ñ¨áõÛÃ Ý»ñ (ëáëÝ Ó» Éáí Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõ ñÇ ë³Ñ Ù³ Ý³ ÛÇÝ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁ):
¶ï»ù ³Û¹ Ïá Ý» ñÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ Ñ³ ñ³ µ» ñáõ ÃÛáõ ÝÁ:

¶Ý¹³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃ¶Ý¹³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ.ê³ÑÙ³ÝáõÙ. î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç »ñ Ïáõ Ñ³ Ù³ Ï»Ýï ñáÝ ·Ý ¹³ ÛÇÝ Ù³ -

Ï»ñ¨áõÛÃ Ý» ñÇ (ëý» ñ³ Ý» ñÇ) ÙÇç¨ ·ïÝ íáÕ Ï» ï» ñÇ µ³½ Ùáõ ÃÛáõ ÝÁ Ïáã íáõÙ ¿ ·Ý -
¹³ ÛÇÝ Ã³ Õ³ÝÃ£

²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í, ·Ý ¹³ ÛÇÝ Ã³ Õ³Ý ÃÁ ï³ ñ³ -

Íáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ M Ï» ï» ñÇ µ³½ Ùáõ ÃÛáõÝÝ ¿, áñáÝó

Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ï³ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ýÇùë í³Í

ú Ï» ïÇó µ³ í³ ñ³ ñáõÙ ¿

r1 ≤ d (M; ú) ≤ r2    (0 < r1 < r2)

å³Û Ù³ ÝÇÝ, áñ ï»Õ d(M; ú)-Ý M ¨ ú Ï» ï» ñÇ Ñ» -

é³ íá ñáõ ÃÛáõÝÝ ¿£ 0-Ý Ïáã íáõÙ ¿ ·Ý ¹³ ÛÇÝ Ã³ -

Õ³Ý ÃÇ Ï»Ýï ñáÝ, r1-Á  Ý»ñ ùÇÝ ß³ é³ íÇÕ, r2-Áª

³ñ ï³ ùÇÝ ß³ é³ íÇÕ (ÝÏ. 21)£

¶Ý ¹³ ÛÇÝ Ã³ Õ³ÝÃ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ëï³ Ý³É Ñ³ñÃ

ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ ûÕ³ ÏÁ Ýñ³ ³é³Ýó ùÇ ßáõñç åï ï» -

Éáí (ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ ûÕ³ ÏÇ ³é³Ýó ùÁ ûÕ³ ÏÇ Ï»Ýï -

ñá Ýáí ³Ýó ÝáÕ ó³Ý Ï³ ó³Í áõ ÕÇÕ ¿)£

¶Ý ¹³ ÛÇÝ Ã³ Õ³Ý ÃÇ ë³Ñ Ù³ Ýáõ ÙÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ Ýñ³ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» -

ñ» ëÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿

4π(r1
2 + r2

2)£

ÜÏ. 21



7. 2 »ñ Ï³ ñáõ ÃÛ³Ùµ ß³ é³í Õáí ëý»ñ³Ý Ñ³ ï»É »Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ùµ, áñÇ Ñ» é³ -

íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÇó Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 1: ¶ï»ù ³Û¹ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Çñ³ñÇó

³é³ í» É³ ·áõÛÝ Ñ» é³ó í³Í »ñ Ïáõ Ï» ï»ñ ÙÇ ³ó ÝáÕ ëý»ñ³ÛÇ íñ³ ·ïÝ íáÕ Ï³ñ -

×³ ·áõÛÝ áõ Õáõ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ:
8. ¶ï»ù a ÏáÕ Ùáí Ï³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ Û³Ý` Ýñ³ Ï»Ýï ñá Ýáí ³Ýó ÝáÕ ¨ ÏáÕ -

Ù» ñÇó Ù» ÏÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é áõÕ ÕÇ ßáõñ çÁ åï ïáõ Ùáí ëï³ó í³Í Ù³ñÙ ÝÇ ³é³Ýó -

ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ: 
9. (û) ¶É³ ÝÇ ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ r: Ð³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ ïáõÙ ¿ ·É³ -

ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ, µ³Ûó ãÇ Ñ³ ïáõÙ Ýñ³ ÑÇÙ ù» ñÁ ¨ Ï³½ ÙáõÙ ¿ α
³ÝÏ ÛáõÝ ÑÇÙ ùÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ»ï: ¶ï»ù ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ùµ ·É³ÝÇ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ

Ù³ Ï» ñ» ëÁ:  
10. (û) a ÏáÕ Ùáí ù³ é³ Ïáõ ëÇÝ åï ïíáõÙ ¿ Ýñ³ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ ½áõ ·³ Ñ»é l

áõÕ ÕÇ ßáõñ çÁ,  áñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÇó Ñ³ í³ ë³ñ ¿ h, ÇëÏ

³Û¹ áõÕ ÕÇ åñá Û»Ï óÇ ³Ý ù³ é³ Ïáõ ëáõ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ ³Ýó ÝáõÙ ¿ ³Û¹ ù³ é³ -

Ïáõ ëáõ Ñ³ Ï³ ¹Çñ ÏáÕ Ù» ñÇ ÙÇç Ý³ Ï» ï» ñáí: ÜÏ³ ñ³· ñ»ù ëï³ó í³Í åï ï³ -

Ï³Ý Ù³ñ ÙÇ ÝÁ: ¶ï»ù Ýñ³ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ:  
11. (¹) Î³ Ýá Ý³ íáñ ù³ é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Á åï ïíáõÙ ¿ Ýñ³ ·³ ·³ Ãáí ³Ýó -

ÝáÕ ¨ ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ Ù» ñÇó Ù» ÏÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é áõÕ ÕÇ ßáõñçÁ: ¶ï»ù ëï³ó í³Í Ù³ñÙ -

ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ, »Ã» µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ -

ÝÁ a ¿, ÇëÏ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ h:

12. (¹) Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ å³ï Ï»ñ í³Í ¿ ßñ ç³ Ý³ ·ÇÍ ¨ »ñ Ïáõ Ï»ï` A ¨ B1,

ÁÝ¹ áñáõÙ, A-Ý ·ïÝ íáõÙ ¿ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ý»ñ ëáõÙ: Ð³Ûï ÝÇ ¿, áñ ßñ ç³ Ý³ ·Ç ÍÁ

áñ¨¿ Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ ßñ ç³ Ý³ ·ÇÍ ¿, ÇëÏ B1-Á Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ Ïá ÝÇ ·³ ·³ Ãáí ³Ýó -

ÝáÕ ¨ Ýñ³ ÑÇÙ ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý B Ï» ïÇ åñá Û»Ï óÇ ³Ý ÑÇÙ ùÇ Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³: Î³ éáõ ó»ù AB Ñ³ï í³ ÍÇ ¨ Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ñ³ï -

Ù³Ý Ï» ïÇ åñá Û»Ï óÇ ³Ý (ÑÇÙ ùÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³):
13. (¹) àõ ÕÇÕ ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ Ïá ÝÇ ·³ ·³ Ãáí ï³ñ í³Í ¿ ³é³ í» É³ ·áõÛÝ Ù³ Ï» -

ñ» ëáí Ñ³ ïáõÛ ÃÁ: ä³ñ½ í»ó, áñ ³Û¹ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ë Á »ñ Ïáõ ³Ý ·³Ù Ù»Í ¿

Ïá ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÇó: ¶ï»ù ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ïá -

ÝÇ ·³ ·³ ÃÇÝ ÏÇó (ÍÝáñ¹ Ý» ñáí Ï³½ Ù³Í) ³ÝÏ Û³Ý Ù» Íáõ ÃÛáõ ÝÁ:

14. (¹) ¶É³ ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ h ¿, ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ` r: ¶ï»ù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý

íñ³ ³Û¹ ·É³ ÝÇ åñáÛ »Ï óÇ ³ ÛÇ Ù³ Ï» ñ» ëÇ Ù» Í³ ·áõÛÝ ³ñ Å» ùÁ:

Èñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñÈñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñ

1. Îá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ h-Ç£ Üñ³ ·³ ·³ ÃÇó Ç±Ýã Ñ» é³ íá ñáõ -

ÃÛ³Ý íñ³ å»ïù ¿ ï³ Ý»É Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ ïáõÛÃ, áñ å»ë ½Ç Ñ³ ïáõÛ -

ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ »ñ Ïáõ ³Ý ·³Ù ÷áùñ ÉÇ ÝÇ Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ Ù³ Ï» ñ» ëÇó
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2. ¶É³ ÝÇ ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ 37 ëÙ ¿, µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁª 24 ëÙ£ ¶É³ ÝÇ ³é³Ýó -

ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ ïáõÛ ÃÁ ù³ é³ Ïáõ ëÇ ¿£ ¶ï Ý»É Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ» é³ -

íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ·É³ ÝÇ ³é³Ýó ùÇó£
3. r ß³ é³í Õáí ¨ O Ï»Ýï ñá Ýáí ·Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ A Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ OA áõÕ ÕÇ Ñ»ï Ï³½ ÙáõÙ ¿ 30° ³ÝÏ ÛáõÝ£ ¶ï Ý»É ·Ý ¹Ç ëï³ó í³Í Ñ³ -

ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£

4. ¶É³ ÝÇ Ù»ç ³é³Ýó ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é ÙÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ ¿ ï³ñ í³Í, áñÁ ÑÇÙ -

ùÇ ßñ ç³ Ý³· ÍÇó Ñ³ ïáõÙ ¿ 120°-Ç ³Õ»Õ£ ¶É³ÝÇ µ³ñÓñáõÃÛ³Ý »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁª

h = 10 ëÙ, Ýñ³ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ ïáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÇó a = 2 ëÙ£ àñáß »É Ñ³ -

ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£
5. ¶É³ ÝÇ ÑÇÙ ùÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ Ñ³ ñ³ µ» ñáõÙ ¿ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» -

ñ» ëÇÝ ÇÝã å»ë π £ 4£ ¶ï Ý»É ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ ³ÝÏ Ûáõ Ý³· Í» ñáí Ï³½Ù -

í³Í ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£  
6. ¶É³ ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ 6 ¹Ù ¿, ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁª 5 ¹Ù£ 10 ¹Ù »ñ Ï³ ñáõ -

ÃÛ³Ùµ Ñ³ï í³ ÍÇ Í³Û ñ» ñÁ ·ïÝ íáõÙ »Ý »ñ Ïáõ ÑÇÙ ù» ñÇ ßñ ç³ Ý³· Í» ñÇ íñ³£

¶ï Ý»É Ýñ³ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõÝÝ ³é³Ýó ùÇó£ 

7. ¶É³ ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ 2 Ù ¿, ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁª 7 Ù£ ²Û¹ ·É³ ÝÇÝ, ³é³Ýó -

ùÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ã»ù ¹Çñ ùáí, Ý»ñ· Í³Í ¿ ÙÇ ù³ é³ Ïáõ ëÇ ³ÛÝ å»ë, áñ Ýñ³ µá Éáñ

·³ ·³Ã Ý» ñÁ ·ïÝ íáõÙ »Ý ÑÇÙ ù» ñÇ ßñ ç³ Ý³· Í» ñÇ íñ³£ ¶ï Ý»É ³Û¹ ù³ é³ Ïáõ -

ëáõ ÏáÕ ÙÁ£
8. ¶É³ ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ 10 ëÙ -áí ³í» ÉÇ ¿ ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÇó, ÇëÏ ÉñÇí Ù³ -

Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ 144 π ëÙ2 ¿£ àñáß »É ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇÕÝ áõ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£
9. 1) Æ±Ý ãÇ ¿ Ñ³ í³ ë³ñ ·É³ ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ ¨ Ýñ³ ³é³Ýó ù³ -

ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÝ»ñÇ Ñ³ ñ³ µ» ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£

2) Æ±Ýã µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõÝ å»ïù ¿ áõ Ý» Ý³ ·É³ ÝÁ, áñ å»ë ½Ç Ýñ³ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ

Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ »ñ»ù ³Ý ·³Ù Ù»Í ÉÇ ÝÇ ÑÇÙ ùÇ Ù³ Ï» ñ» ëÇó£

10. ¶É³ ÝÇ ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁª r = 2 ëÙ, ÇëÏ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁª h = 7ëÙ£ àñáß »É

³Û¹ ·É³ ÝÇ ÉñÇí Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÇÝ  Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ù»Í  ßñ ç³ ÝÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ£
11. ¶É³ ÝÇ ÑÇÙ ùÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ Q-Ç, ÇëÏ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ

Ù³ Ï» ñ» ëÁª M-Ç£ àñáß »É ³Û¹ ·É³ ÝÇ ÉñÇí Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ£

12. Îá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ Ù³ Ï» ñ» ëÇ ¨ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÇ Ñ³ ñ³ µ» ñáõ -

ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ π-Ç£ ¶ï Ý»É ÍÝáñ¹Ç Ã» ùáõ ÃÛ³Ý ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ ÑÇÙ ùÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ£ 
13. 1) Îá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇÕÝ ¿ R£ ´³ñÓ ñáõ ÃÛ³Ý ÙÇç Ý³ Ï» ïáí ÑÇÙ ùÇÝ

ï³ñ í³Í ¿ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ£ ¶ï Ý»É Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£ 

2) Îá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ R-Ç£ àñáß »É ³ÛÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» -

ñ» ëÁ, áñÁ ½áõ ·³ Ñ»é ¿ ÑÇÙ ùÇÝ ¨ Ïá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ µ³ Å³ ÝáõÙ ¿ m £ n Ñ³ -

ñ³ µ» ñáõ ÃÛ³Ùµ (·³ ·³ ÃÇó ¹» åÇ ÑÇÙ ùÁ)£
14. Îá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 20-Ç, Ýñ³ ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁª 25-Ç£

¶ï Ý»É ·³ ·³ ÃÇó ï³ñ í³Í Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ, »Ã» Ýñ³ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ

Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ Ï»Ýï ñá ÝÇó Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 12-Ç£
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15. Îá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ H-Ç£ ´³ñÓ ñáõ ÃÛ³Ý ¨ ÍÝáñ¹Ç Ï³½ Ù³Í

³ÝÏ Ûáõ ÝÁ 60° ¿£ ¶ï Ý»É »ñ Ïáõ ÷á ËáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ÍÝáñ¹ Ý» ñáí ï³ñ í³Í Ñ³ -

ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£
16. Îá ÝÇ ·³ ·³ Ãáí ï³ñ í³Í Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ Ïá ÝÇ ³é³Ýó ùÇ Ñ»ï Ï³½ ÙáõÙ ¿

30° ³ÝÏ ÛáõÝ£ êï³ó í³Í Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ Ïá ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ

Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÇÝ£ ¶ï»ù ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ ·³ ·³ ÃÇ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£ 
17. ¶ï»ù Ïá ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ ·³ ·³ ÃÇ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ, »Ã» Ñ³Ûï ÝÇ ¿, 

áñ ³Û¹ Ïá ÝÁ áõ ÝÇ  » ñ»ù ÷á ËáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ÍÝáñ¹ Ý»ñ£

18. 1) Îá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ ÑÇÙ ùÇ R ß³ é³ íÇ ÕÇÝ£ Îá ÝÇ ·³ ·³ -

Ãáí ï³ñ í³Í ¿ ÙÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ, áñÁ ÑÇÙ ùÇ ßñ ç³ Ý³· ÍÇó Ñ³ ïáõÙ ¿ 90°-Ç

³Õ»Õ£ àñáß »É ëï³ó í³Í Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£ 

2) Îá ÝÇ ·³ ·³ ÃÇó ÑÇÙ ùÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ 45°-Ç ³ÝÏ Û³Ý ï³Ï ï³ñ í³Í ¿ ÙÇ

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ, áñÁ ÑÇÙ ùÇ ßñ ç³ Ý³· ÍÇó Ñ³ ïáõÙ ¿ Ýñ³ ãáñ ñáñ¹ Ù³ ëÁ£ Îá ÝÇ

µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 10 ëÙ -Ç£ àñáß »É Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£
19. Îá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛ³Ý ÙÇç Ý³ Ï» ïáí Ýñ³ l »ñÏ³ñáõÃÛ³Ùµ ÍÝáñ¹ÇÝ ½áõ ·³ -

Ñ»é ï³ñ í³Í ¿ ÙÇ áõÕÇÕ£ ¶ï Ý»É Ïá ÝÇ Ù»ç å³ñ ÷³Ï í³Í ³Û¹ áõÕÕÇ Ñ³ï í³ -

ÍÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£ 

20. Îá ÝÇ ÍÝáñ¹Á 13 ëÙ ¿, µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁª 12 ëÙ£ ²Û¹ Ïá ÝÁ Ñ³ï í³Í ¿ ÑÇÙ ùÇÝ

½áõ ·³ Ñ»é áõ Õ Õáí, áñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ÑÇÙ ùÇó 6 ëÙ ¿, ÇëÏ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÇóª 2 ëÙ£

¶ï Ý»É ³Û¹ áõ ÕÇ ÕÇ ³ÛÝ Ñ³ï í³ ÍÁ, áñ å³ñ ÷³Ï í³Í ¿ Ïá ÝÇ Ù»ç£
21. 1) àñáß »É ³ÛÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÇ Ù» Íáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñÝ ëï³ó íáõÙ ¿,

»ñµ ßñç³Ý³·ÍÇ ïñ³ Ù³· ÍÇ ÙÇ Í³Û ñÇó »É ÝáÕ É³ ñÁ åïï íáõÙ ¿ ïñ³ Ù³· ÍÇ

ßáõñ çÁ, »Ã» ïñ³ Ù³ ·Ç ÍÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 25 ëÙ -Ç, ÇëÏ É³ ñÁª 20 ëÙ -Ç£

2) r = 7 Ù ß³ é³ íÇÕ áõ Ý» óáÕ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ A Ï» ïÇó ï³ñ í³Í ¿ AB = l = 24 Ù

ßáß ³ ÷á ÕÁ, ÇëÏ Ýñ³ B  Í³Û ñÇóª ßñç³Ý³·ÍÇ Ï»Ýï ñá Ýáí ³Ýó ÝáÕ BOC Ñ³ -

ïá ÕÁ£ àñáß »É ³ÛÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÇ Ù» Íáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñÁ ·ÍáõÙ ¿ Ñ³ ïá -

ÕÇ Ñ³ï í³ ÍÁ ßáß ³ ÷á ÕÇ ßáõñ çÁ åï ï» ÉÇë£ 

22. Ð³ í³ ë³ ñ³ë ñáõÝ »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ åïï íáõÙ ¿ Çñ µ³ñÓ ñáõ ÃÛ³Ý ßáõñ çÁ£

àñáß »É ³Û¹ »é³ÝÏ Û³Ý ÏáÕ Ù» ñÁ, »Ã» Ýñ³ å³ ñ³ ·Ç ÍÁ 30 ëÙ ¿, ÇëÏ åïï Ù³Ý

Ù³ñÙ ÝÇ ÉñÇí Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁª 60 π ëÙ2£

23. Îá ÝÇ ÍÝáñ¹ Ý» ñáí Ï³½Ù í³Í ³Ù» Ý³ Ù»Í ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ 60° ¿£ ¶ï Ý»É Ïá ÝÇ

ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÇ ¨ ÑÇÙ ùÇ Ù³ Ï» ñ» ëÇ Ñ³ ñ³ µ» ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£ 
24. Ð³ß í»É Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ ÷é í³Í ùÇ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ, ³) »Ã»

ÍÝáñ¹ Ý» ñáí Ï³½Ù í³Í ³Ù» Ý³ Ù»Í ³ÝÏ ÛáõÝÝ áõ ÕÇÕ ¿, µ) »Ã» ÍÝáñ¹Á ÑÇÙ ùÇ

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ»ï Ï³½ ÙáõÙ ¿ 30°-Ç ³ÝÏ ÛáõÝ£

25. 1) ÎÇ ë³ßñ ç³ ÝÇÝ ïñ í³Í ¿ Ïá Ý³ Ï³Ý Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ó¨£ ¶ï Ý»É Ïá ÝÇ

ÍÝáñ¹Ç ¨ µ³ñÓ ñáõ ÃÛ³Ý Ï³½ Ù³Í ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£ 

2) ê»Ï ïá ñÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 3 Ù-Ç, Ýñ³ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁª 120°-Ç£ ê»Ï ïá -

ñÁ áÉá ñ»É »Ý  Ïá Ý³ Ï³Ý Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ó¨áí£ ¶ï Ý»É Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ£ 
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26. Ð³ ï³Í Ïá ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý»ñÝ »Ý 11 ëÙ ¨ 16 ëÙ, ÍÝáñ¹Áª 13 ëÙ£

¶ï Ý»É ÷áùñ ÑÇÙ ùÇ Ï»Ýï ñá ÝÇó ÙÇÝã¨ Ù»Í ÑÇÙ ùÇ ßñ ç³ Ý³ ·Ç ÍÁ »Õ³Í Ñ» é³ íá -

ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£ 
27. Ð³ ï³Í Ïá ÝÇ ÍÝáñ¹Á Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 2a-Ç ¨ ÑÇÙ ùÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ã»ù í³Í ¿

60°-Ç ³ÝÏ Û³Ý ï³Ï£ ØÇ ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ »ñ Ïáõ ³Ý ·³Ù Ù»Í ¿ ÙÛáõë ÑÇÙ ùÇ ß³ -

é³ íÇ ÕÇó£ ¶ï Ý»É ³Û¹ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÇó Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõ ñÁ£
28. Ð³ ï³Í Ïá ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý»ñÝ »Ý 3 ¹Ù ¨ 7 ¹Ù, ÍÝáñ¹Áª 5 ¹Ù£

¶ïÝ»É ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£
29. Ð³ ï³Í Ïá ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÇ Ù³ Ï» ñ»ë Ý»ñÝ »Ý 4 ¨ 25£ ´³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ µ³ Å³Ý -

í³Í ¿ 3 Ñ³ í³ ë³ñ Ù³ ë» ñÇ, ¨ µ³ Å³Ý Ù³Ý Ï» ï» ñÇó ÑÇÙ ù» ñÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛáõÝ Ý»ñ »Ý ï³ñ í³Í£ ¶ï Ý»É Ñ³ ïáõÛÃ Ý» ñÇ Ù³ Ï» ñ»ë Ý» ñÁ£
30. Ð³ ï³Í Ïá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 4 ¹Ù -Ç, ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» -

ñÁª 2 ¹Ù -Ç ¨ 5 ¹Ù -Ç£  ¶ï Ý»É Ñ³ï³Í ÏáÝÇ ÏáÕÙÝ³ÛÇÝ Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ£  
31. Ð³ ï³Í Ïá ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý»ñÝ »Ý R ̈  r£ ÌÝáñ ¹Á ÑÇÙ ùÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ

Ã»ù í³Í ¿ 60°-Ç ³ÝÏ Û³Ý ï³Ï£ ¶ï Ý»É ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£
32. Ð³ ï³Í Ïá ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý»ñÝ áõ ÍÝáñ¹Á Ñ³ ñ³ µ» ñáõÙ »Ý ÇÝã -

å»ë 1 £ 4 £ 5, µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 8 ëÙ -Ç£ ¶ï»ù Ñ³ï³Í ÏáÝÇ ÏáÕÙ Ý³ -

ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£
33. 1) àñáß »É Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, »Ã» Ýñ³ ÉñÇí Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ

Ù³Ï»ñ»ëÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 572 π Ù2-Ç, ÇëÏ ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁª 6 Ù-Ç ¨ 14 Ù-Ç£

2) Ð³ ï³Í Ïá ÝÇ Ù»ç µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁª h = 63 ¹Ù, ÍÝáñ¹Áª  l = 65 ¹Ù ¨ ÏáÕÙ -

Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁª S = 26 ¹Ù2£ àñáß »É ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁ£ 

34. Ð³ ï³Í Ïá ÝÇ Ù»ç ÍÝáñ¹Áª l = 5 ëÙ, ÇëÏ ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁª 1 ëÙ ¨ 5

ëÙ£ ¶ï Ý»É ÙÇ¨ÝáõÛÝ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõÝÝ áõ ÙÇ¨ÝáõÛÝ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃÇ

Ù³Ï»ñ»ëÝ áõ Ý» óáÕ ·É³ ÝÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ£ 
35. àñáß »É Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ, »Ã» Ýñ³

ÍÝáñ¹Á ÑÇÙ ùÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ»ï Ï³½ ÙáõÙ ¿ 30°-Ç ³ÝÏ ÛáõÝ, ÇëÏ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ

Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ F-Ç£

36. Ð³ ï³Í Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ S-Ç, ÇëÏ

ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁª R-Ç ¨ r-Ç£ àñáß »É ÉñÇí Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ

Ù³Ï»ñ»ëÁ£ 
37. 1) àñáß »É Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ, »Ã» Ýñ³

ÍÝáñ¹Á ÑÇÙ ùÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ»ï Ï³½ ÙáõÙ ¿ 45°-Ç ³ÝÏ ÛáõÝ, ÇëÏ ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ -

íÇÕ Ý»ñÝ »Ý R ¨ r£ 

2) àñáß »É Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ, »Ã» Ýñ³

ÍÝáñ¹Á ÑÇÙ ùÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ»ï Ï³½ ÙáõÙ ¿ 60°-Ç ³ÝÏ ÛáõÝ, ÇëÏ ÑÇÙ ù» ñÇ

Ù³ Ï» ñ»ë Ý»ñÝ »Ý Q ¨ q£
38. 1) Ð³ ï³Í Ïá ÝÇ Ù»ç ïñ í³Í »Ý µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁª H, ÍÝáñ¹Áª l ¨ ÏáÕÙ Ý³ -

ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁª S£ àñáß »É ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£ 
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2)  Ð³ ï³Í Ïá ÝÇ Ù»ç áñáß »É ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ, »Ã»

ïñí³Í »Ý ÑÇÙ ù» ñÇ Ù³ Ï» ñ»ë Ý» ñÁª Q ¨ q áõ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» -

ñ» ëÁª S£ 
39. 1) ¶áõÝ ¹Á, áñÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ 41 ¹Ù ¿, Ï»Ýï ñá ÝÇó 9 ¹Ù Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý

íñ³ Ñ³ï í³Í ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ Ýáí£ àñáß »É Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï»ñ» ëÁ£

2) ¶Ý ¹Ç ß³ é³ í ÕÇ ÙÇç Ý³ Ï» ïáí Ýñ³Ý áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ ¿

ï³ñ í³Í£ ÆÝã å»±ë »Ý Ñ³ ñ³ µ» ñáõÙ ëï³ó í³Í Ñ³ ïáõÛ ÃÇ ¨ ·Ý ¹Ç Ù»Í ßñ ç³ -

ÝÇ Ù³ Ï» ñ»ë Ý» ñÁ£ 
40. ¶Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ 63 ëÙ ¿£ ØÇ Ï»ï ·ïÝ íáõÙ ¿ ßáß ³ ÷áÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³

¨ ßáß ³÷ Ù³Ý Ï» ïÇó Ñ» é³ ó³Í ¿ 16 ëÙ -áí£ ¶ï Ý»É ³Û¹ Ï» ïÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ

·Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇó£ 

41. ¶Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³ ·ïÝ íáÕ »ñ Ïáõ Ï» ï» ñÁ ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÇ Ñ»ï ÙÇ -

³ó ÝáÕ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁ Ï³½ ÙáõÙ »Ý 60°-Ç ³ÝÏ ÛáõÝ, ÇëÏ ³Û¹ Ï» ï» ñÇ ÙÇç¨ »Õ³Í

³Ù» Ý³ Ï³ñ× Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ·Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³ Ûáí Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 5 ëÙ -Ç£ 

àñáß »É ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£
42. ¶Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ R-Ç£ ²Û¹ ß³ é³ í ÕÇ ëý»ñ³ÛÇ íñ³ ·ïÝíáÕ

Í³Ûñ³Ï»ïÇó ï³ñ í³Í ¿ ÙÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ, áñÁ ß³é³íÇÕÇ Ñ»ï Ï³½ ÙáõÙ ¿ 60°-Ç
³ÝÏ ÛáõÝ£ ¶ï Ý»É Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£

43. ¶Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ R ¿£ ¶Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³ ·ïÝ íáÕ ÙÇ Ï» ïÇó ï³ñ -

í³Í »Ý »ñ Ïáõ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝÝ»ñ, áñáÝ óÇó Ù» ÏÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ ·áõÝ ¹Á, ÇëÏ ÙÛáõ ëÁ

Ýñ³ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ã»ù í³Í ¿ 30°-Ç ³ÝÏ Û³Ý ï³Ï£ ¶ï Ý»É Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£
44. ¶Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³ ïñ í³Í ¿ »ñ»ù Ï»ï£ ²Û¹ Ï» ï» ñÇ áõÕ Õ³ ·ÇÍ Ñ» -

é³ íá ñáõ ÃÛáõÝ Ý»ñÝ »Ýª 6 ëÙ, 8 ëÙ, 10 ëÙ£ ¶Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 13 ëÙ -Ç£

¶ï Ý»É ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõÝÝ ³ÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÇó, áñÝ ³Ýó ÝáõÙ ¿

³Û¹ »ñ»ù Ï» ï» ñáí£ 
45. ¶Ý ¹Ç ïñ³ Ù³ ·Ç ÍÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 25 ëÙ -Ç£ Üñ³ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³ ïñ í³Í

¿ A Ï»ïÝ áõ ÙÇ ßñ ç³ Ý³ ·ÇÍ, áñÇ µá Éáñ Ï» ï» ñÁ ·ïÝ íáõÙ »Ý A Ï» ïÇó 15 ëÙ Ñ» -

é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý íñ³ (áõ ÕÇÕ ·Íáí)£ ¶ï Ý»É ³Û¹ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ£
46. ¶Ý ¹Ç ß³ é³ íÇÕÝ ¿ 15 Ù£ ¶Ý ¹Çó ¹áõñë ïñ í³Í ¿ A Ï» ïÁ, áñÇ Ñ» é³ íá ñáõ -

ÃÛáõ ÝÁ ·Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇó Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 10 Ù-Ç£ ¶Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³ ·ï Ý»É

³ÛÝ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñÇ µá Éáñ Ï» ï»ñÝ A Ï» ïÇó 20 Ù Ñ» é³ íá ñáõ -

ÃÛ³Ý íñ³ »Ý ·ïÝ íáõÙ£

47. 1) R ß³ é³íÇÕÝ áõ Ý» óáÕ »ñ Ïáõ Ñ³ í³ ë³ñ ·Ý ¹»ñ ¹³ ë³ íáñ í³Í »Ý ³ÛÝ -

å»ë, áñ Ýñ³Ý óÇó Ù» ÏÇ Ï»Ýï ñá ÝÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ ÙÛáõ ëÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³£ àñáß»É

³ÛÝ ·ÍÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñáí Ñ³ï íáõÙ »Ý ·Ý ¹³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃ Ý» ñÁ£

2) ºñ Ïáõ ·Ý ¹» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý»ñÝ »Ý 25 ¹Ù ¨ 29 ¹Ù, ÇëÏ Ýñ³Ýó Ï»Ýï ñáÝ -

Ý» ñÇ ÙÇç¨ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁª 36 ¹Ù£ àñáß »É ³ÛÝ ·ÍÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñáí

Ñ³ï íáõÙ »Ý Ýñ³Ýó Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃ Ý» ñÁ£ 
48. ºé³ÝÏ Û³Ý ÏáÕ Ù»ñÝ »Ý 13 ëÙ, 14 ëÙ ¨ 15 ëÙ£ ¶ï Ý»É »é³ÝÏ Û³Ý Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛáõ ÝÇó ÙÇÝã¨ ³ÛÝ ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÁ »Õ³Í Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿

»é³ÝÏ Û³Ý ÏáÕ Ù» ñÁ£ ¶Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 5 ëÙ -Ç£ 
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49. Þ» Õ³ÝÏ Û³Ý ³ÝÏ Ûáõ Ý³· Í»ñÝ »Ý 15 ëÙ ¨ 20 ëÙ£  ¶Ý ¹³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ

ßáß ³ ÷áõÙ ¿ Ýñ³ µá Éáñ ÏáÕ Ù» ñÁ£ ¶Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ 10 ëÙ ¿£ ¶ï Ý»É ·Ý ¹Ç Ï»Ýï -

ñá ÝÇó ÙÇÝã¨ ß» Õ³ÝÏ Û³Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ »Õ³Í Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£
50. ¶Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³ ·ïÝ íáÕ Ï» ïáí ï³ñ í³Í »Ý »ñ Ïáõ ÷á ËáõÕ Õ³ -

Ñ³ Û³ó  Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý»ñ, áñáÝù Ñ³ ïáõÙ »Ý ·áõÝ ¹Á r1 ¨ r2 ß³ é³ íÇÕ Ý»ñ áõ Ý» -

óáÕ ßñ ç³Ý Ý» ñáí£ ¶ï Ý»É ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£ 
51. ¶Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 7 ëÙ -Ç£ Üñ³ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³ ï³ñ í³Í

»Ý »ñ Ïáõ Ñ³ í³ ë³ñ ßñ ç³ Ý³· Í»ñ, áñáÝù Ñ³ï íáõÙ »Ý 2 ëÙ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõÝ áõ Ý» -

óáÕ É³ ñáí£ ¶ï Ý»É ³Û¹ ßñ ç³ Ý³· Í» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁª ÇÙ³ Ý³ Éáí, áñ Ýñ³Ýó

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ ÷á ËáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó »Ý£ 
52. ¶áõÝ ¹Á ßáß ³ ÷áÕ »ñ Ïáõ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñáí Ï³½Ù í³Í ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ, áñ

áõÕÕ í³Í ¿ ¹» åÇ ·Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ, Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 120°-Ç£ Þáß ³÷ Ù³Ý Ï» ï» ñÇ

ÙÇç¨ ³Ù» Ý³ Ï³ñ× Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ·Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³ Ûáí Ñ³ í³ ë³ñ ¿

70 ëÙ -Ç£ ¶ï Ý»É ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£
53. ÎÇ ë³·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ R-Ç£ ¶ï Ý»É Ýñ³ ÉñÇí Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ

Ù³ Ï» ñ» ëÁ£
54. ¶Ý ¹Ç Ù»çª Ýñ³ Ï»Ýï ñá ÝÇ ÙÇ ÏáÕ ÙáõÙ, ï³ñ í³Í »Ý »ñ Ïáõ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ -

ïáõÛÃ Ý»ñ, áñáÝó Ù³ Ï» ñ»ë Ý»ñÝ »Ý 49 π ¹Ù2 ¨ 4 π Ù2,  ÇëÏ Ýñ³Ýó ÙÇç¨ Ñ» é³ íá -

ñáõ ÃÛáõ ÝÁª 9 ¹Ù£ àñáß »É ·Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£
55. a ÏáÕÙ áõ Ý» óáÕ ù³ é³ Ïáõ ëÇÝ åïï íáõÙ ¿ Çñ ³ÝÏ Ûáõ Ý³· ÍÇ Í³Û ñÇó ï³ -

ñí³Í áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ óÇ ßáõñ çÁ£ àñáß »É ëï³ó í³Í Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£ 

56. Ð³ í³ ë³ ñ³ ÏáÕÙ »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ åïï íáõÙ ¿ Çñ ÏáÕ ÙÇ Í³Û ñÇó ï³ ñ³Í

áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ óÇ ßáõñ çÁ£ ÆÝã å»±ë »Ý Ñ³ ñ³ µ» ñáõÙ Çñ³ñ »é³ÝÏ Û³Ý ÏáÕ Ù» ñáí

·Í³Í Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃ Ý» ñÇ Ù³ Ï» ñ»ë Ý» ñÁ£ 
57. Ð³ í³ ë³ ñ³ ÏáÕÙ »é³ÝÏ Û³Ý ÏáÕ Ù» ñÇó Ù» ÏÁ, áñÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ a-Ç, ß³ -

ñáõ Ý³Ï í³Í ¿ Çñ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛ³Ý ã³÷, ¨ ³Û¹ ß³ ñáõ Ý³ Ïáõ ÃÛ³Ý Í³Û ñÇó Ýñ³Ý

ï³ñ í³Í ¿ ÙÇ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó£ ¶ï Ý»É ³ÛÝ Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ, áñ

Ïë ï³ó íÇ, »Ã» »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ åïï íÇ ³Û¹ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ óÇ ßáõñ çÁ£ 

58. Ð³ í³ ë³ ñ³ ÏáÕÙ »é³ÝÏ Û³Ý µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ß³ ñáõ Ý³Ï í³Í ¿ ·³ ·³ ÃÇó

³ÛÝ ÏáÕ ÙÁ Çñ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛ³Ý ã³÷áí, ¨  ³Û¹ ß³ ñáõ Ý³ Ïáõ ÃÛ³Ý Í³Û ñÇó Ýñ³Ý

ï³ñ í³Í ¿ ÙÇ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó£ ºé³ÝÏ Û³Ý a ÏáÕ ÙÇ ÙÇ çá óáí áñáß »É ³ÛÝ Ù³ñÙ ÝÇ

Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ, áñ Ïë ï³ó íÇ, »Ã» »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ åïï íÇ ³Û¹ ³é³Ýó -

ùÇ ßáõñ çÁ£ 

59. ø³ é³ Ïáõ ëáõ ÏáÕ Ù» ñÁ Í³ é³ ÛáõÙ »Ý áñ å»ë ÏáÕ Ù»ñ ³ÛÝ Ñ³ í³ ë³ ñ³ -

ÏáÕÙ »é³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÇ, áñáÝù Ï³ éáõó í³Í »Ý ¹ñ ëÇó, ¨ ³é³ ç³ ó³Í å³ï Ï» ñÁ

åïï íáõÙ ¿ ³ÛÝ áõ ÕÇ ÕÇ ßáõñ çÁ, áñÁ ÙÇ ³ó ÝáõÙ ¿ »ñ Ïáõ Ñ³ Ï³ ¹Çñ »é³ÝÏ ÛáõÝ Ý» -

ñÇ ³ñ ï³ ùÇÝ ·³ ·³Ã Ý» ñÁ£ ø³ é³ Ïáõ ëáõ ÏáÕ ÙÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ a-Ç£ àñáß »É

ëï³ó í³Í Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£ 

60. Î³ Ýá Ý³ íáñ í» ó³ÝÏ Ûáõ ÝÁ, áñÇ ÏáÕ ÙÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ a-Ç, åïï íáõÙ ¿ Çñ

ÏáÕ ÙÇ ßáõñ çÁ£ àñáß »É ³é³ ç³ ó³Í Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ£ 
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61. àõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ, áñÇ ¿ç»ñÝ »Ý 5 ëÙ ¨ 12 ëÙ, åïï íáõÙ ¿ ÙÇ ³ñ -

ï³ ùÇÝ ³é³Ýó ùÇ ßáõñ çÁ, áñ ½áõ ·³ Ñ»é ¿ Ù»Í ¿çÇÝ ¨ Ýñ³ ÝÇó 3 ëÙ Ñ» é³ íá ñáõ -

ÃÛ³Ý íñ³ ¿ ·ïÝ íáõÙ£ àñáß »É åïï Ù³Ý Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£ 
62. àõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ, áñÇ ¿ç»ñÝ »Ý 15 ëÙ ¨ 20 ëÙ, åïï íáõÙ ¿ Ý»ñù -

Ý³ ÓÇ ·ÇÝ ï³ ñ³Í ³ÛÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ óÇ ßáõñ çÁ, áñ ³Ýó ÝáõÙ ¿ »é³ÝÏ Û³Ý Ù»Í

ëáõñ ³ÝÏ Û³Ý ·³ ·³ Ãáí£ àñáß »É åïï Ù³Ý Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ£ 

63. ºé³ÝÏ Ûáõ ÝÁ, áñÇ ÏáÕ Ù»ñÝ »Ý 9 ëÙ, 10 ëÙ ¨ 17 ëÙ, åïï íáõÙ ¿ Çñ ³ÛÝ

µ³ñÓ ñáõ ÃÛ³Ý ßáõñ çÁ, áñ Çç»ó í³Í ¿ ÷áùñ ³ÝÏ Û³Ý ·³ ·³ ÃÇó£ àñáß »É ëï³ó -

í³Í Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£ 

64. ºé³ÝÏ Ûáõ ÝÁ, áñÇ ÏáÕ Ù»ñÝ »Ý 8 ëÙ áõ 5 ëÙ ¨ Ï³½ ÙáõÙ »Ý 60° ³ÝÏ ÛáõÝ,

åïï íáõÙ ¿ ³Û¹ ³ÝÏ Û³Ý ·³ ·³ Ãáí ³Ýó ÝáÕ ³é³Ýó ùÇ ßáõñ çÁ, áñÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó

¿ ³ÝÏ Û³Ý ÷áùñ ÏáÕ ÙÇÝ£ àñáß »É åïï Ù³Ý Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£ 

65. Þ» Õ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ, áñÇ ÏáÕ ÙÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ a-Ç, ÇëÏ ëáõñ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁª 60°-Ç,

åïï íáõÙ ¿ ³ÛÝ ³é³Ýó ùÇ ßáõñ çÁ, áñ ï³ñ í³Í ¿ ³Û¹ ëáõñ ³ÝÏ Û³Ý ·³ ·³ Ãáí

¨ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ ÏáÕ ÙÇÝ£ àñáß »É åïï Ù³Ý Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ£ 

66. Ð³ í³ ë³ ñ³ë ñáõÝ ë» Õ³ ÝÁ, áñÇ ëáõñ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 45°-Ç, ÇëÏ

ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ïá ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ ÷áùñ ÑÇÙ ùÇÝ, åïï íáõÙ ¿ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ïá ÕÇ ßáõñ -

çÁ£ àñáß »É åïï Ù³Ý Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ, »Ã» ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ïá ÕÇ

»ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ a-Ç£

67. R ß³ é³ íÇÕ áõ Ý» óáÕ ÏÇ ë³ßñ ç³ ÝÇÝ Ý»ñ· Í³Í ¿ ÙÇ ë» Õ³Ý ³ÛÝ å»ë, áñ Ýñ³

Ñ³ Ù³ñ ëïá ñÇÝ ÑÇÙù Í³ é³ ÛáõÙ ¿ ³Û¹ ßñ ç³ ÝÇ ïñ³ Ù³ ·Ç ÍÁ, ÇëÏ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ïá -

ÕÁ Ó·áõÙ ¿ 30°-Ç ³Õ»Õ£ àñáß »É ³ÛÝ Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ, áñ ëï³ó -

íáõÙ ¿, »ñµ ë» Õ³ ÝÁ åïï íáõÙ ¿ Çñ ÑÇÙ ùÇÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ß³ é³ í ÕÇ ßáõñ çÁ£

68. AB-Ý R ß³ é³ íÇÕ áõ Ý» óáÕ ÏÇ ë³ßñ ç³ Ý³· ÍÇ ïñ³ Ù³ ·ÇÍÝ ¿. BC-Ý ÙÇ

³Õ»Õ ¿, áñ å³ ñáõ Ý³ ÏáõÙ ¿ 60°£ î³ñ í³Í »Ý AC É³ ñÁ ¨ CD ßáß ³ ÷á ÕÁ, áñ ï»Õ

D Ï» ïÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ AB ïñ³ Ù³· ÍÇ ß³ ñáõ Ý³ Ïáõ ÃÛ³Ý íñ³£ àñáß »É ³ÛÝ Ù³ñÙ ÝÇ

Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ, áñÁ ëï³ó íáõÙ ¿, »ñµ ACD »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ åïï íáõÙ ¿

AD ³é³Ýó ùÇ ßáõñ çÁ£ 
69. àõÕ Õ³ÝÏ Û³Ý a ¨ b ÏáÕ Ù» ñáí áñáß »É ³ÛÝ Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ

Ù³Ï»ñ»ëÁ, áñÁ ëï³ó íáõÙ ¿, »ñµ áõÕ Õ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ åïï íáõÙ ¿ ·³ ·³ Ãáí ³Ýó ÝáÕ

¨ ³ÝÏ Ûáõ Ý³· ÍÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é ³é³Ýó ùÇ ßáõñ çÁ£

70. àõÕ Õ³ÝÏ Û³Ý a ¨ b ÏáÕ Ù» ñáí áñáß »É ³ÛÝ Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ

Ù³Ï»ñ»ëÁ, áñ ëï³ó íáõÙ ¿, »ñµ áõÕ Õ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ åïï íáõÙ ¿ ³ÝÏ Ûáõ Ý³· ÍÇ Í³Û -

ñÇó Ýñ³Ý ï³ ñ³Í áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ óÇ ßáõñ çÁ£ 

71. ABCD ë» Õ³ ÝÇ Ù»ç, áñ ï»Õ BC || AD-ÇÝ, ∠BAD = 60°,  AB = 8 ëÙ, 

AD = 5 ëÙ ¨  BC = CD£ àñáß »É ³ÛÝ Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ, áñ ëï³ó -

íáõÙ ¿, »ñµ ³Û¹ ë» Õ³ ÝÁ åïï íáõÙ ¿ AD ÏáÕ ÙÇ ßáõñ çÁ£
72. ¶Ý ¹³ ÛÇÝ ë»Ï ïá ñÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ R-Ç, ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ -

ÃÇ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁª 120°-Ç£ ¶ï Ý»É ë»Ï ïá ñÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£ 



73. àñáß »É ·Ý ¹³ ÛÇÝ ë»Ï ïá ñÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ, »Ã» Ýñ³ ÑÇÙ ùÇ ßñ -

ç³ Ý³· ÍÇ  ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 60 ëÙ -Ç, ÇëÏ ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁª 75 ëÙ -Ç£ 

74. Þñ ç³ Ý³ ÛÇÝ ë»Ï ïá ñÁ, áñÝ áõ ÝÇ 30°-Ç ³ÝÏ ÛáõÝ ¨ R ß³ é³ íÇÕ, åïï íáõÙ

¿ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÇó Ù» ÏÇ ßáõñ çÁ£ àñáß »É ëï³ó í³Í Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ -

Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£ 

75. R ß³ é³ íÇÕ áõ Ý» óáÕ ÏÇ ë³ßñ ç³ ÝÁ, áñÁ »ñ Ïáõ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñáí µ³ Å³Ý -

í³Í ¿ »ñ»ù Ñ³ í³ ë³ñ Ù³ ë» ñÇ, åïï íáõÙ ¿ ïñ³ Ù³· ÍÇ ßáõñ çÁ£ ¶ï Ý»É ³ÛÝ

Ù³ñ ÙÇÝ Ý» ñÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃ Ý» ñÇ Ù³ Ï» ñ»ë Ý» ñÁ, áñáÝù ëï³ó íáõÙ »Ý ÏÇ ë³ßñ ç³ -

ÝÇ Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ Ù³ ëÇ åï ïáõ ÙÇó£ 

76. ¶Ý ¹³ ÛÇÝ ß»ñ ïÇ ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý»ñÝ »Ý 3 Ù ¨ 4 Ù, ÇëÏ Ýñ³ ·Ý ¹³ ÛÇÝ

Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ ß³ é³ íÇ ÕÁª 5 Ù£ ¶ï Ý»É ·Ý¹³ÛÇÝ ·áïáõ Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ

(»ñ Ïáõ ¹»åù)£
77. ¶Ý ¹Ç Ù»ç, áñÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ 65 ëÙ ¿, Ï»Ýï ñá ÝÇ ÙÇ ÏáÕ ÙáõÙ ï³ñ í³Í »Ý

»ñ Ïáõ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý»ñ, áñáÝù Ï»Ýï ñá ÝÇó 16 ëÙ ¨ 25 ëÙ Ñ» é³ íá ñáõ -

ÃÛ³Ý íñ³ »Ý ·ïÝ íáõÙ£ àñáß »É ·Ý ¹Ç Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ ³ÛÝ Ù³ ëÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ, áñÝ

ÁÝ Ï³Í ¿ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ÙÇç¨£ 
78. ¶Ý ¹³ ÛÇÝ ·á ïáõ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ 7 ëÙ ¿, ÇëÏ ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁª 16

ëÙ ¨ 33 ëÙ£ àñáß »É ·Ý ¹³ ÛÇÝ ·á ïáõ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ£
79. ¶Ý ¹³ ÛÇÝ ë»· Ù»Ý ïÇ Ïáñ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ áñáß »É Ýñ³ h µ³ñÓ -

ñáõ ÃÛ³Ý ¨ ÑÇÙ ùÇ  r ß³ é³ íÇ ÕÇ ÙÇ çá óáí£ 

80. 1) ¶Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ 15 ëÙ ¿£ àñáß »É Ýñ³ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ ³ÛÝ Ù³ ëÇ Ù³ Ï» -

ñ» ëÁ, áñ ï» ë³ Ý» ÉÇ ¿ ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÇó 25 ëÙ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý íñ³ ·ïÝ íáÕ Ï» -

ï» ñÇó£

2) ¶Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÇó Ç±Ýã Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý íñ³ å»ïù ¿ ·ïÝ íÇ Éáõ ë³ ïáõ 

1
Ï» ïÁ, áñ å»ë ½Ç Éáõ ë³ íá ñÇ ·Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ −− Ù³ ëÁ£ ¶Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ

3
Ñ³ í³ ë³ñ ¿ R-Ç£ 

81. 90° ³ÝÏ ÛáõÝ ¨ Q Ù³ Ï» ñ»ë áõ Ý» óáÕ ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ ë»Ï ïá ñÁ åïï íáõÙ ¿ Çñ

ÙÇ çÇÝ ß³ é³ íÇ ÕÇ ßáõñ çÁ£ àñáß »É ëï³ó í³Í Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£

82. R = 10 ëÙ ß³ é³ íÇÕ áõ Ý» óáÕ ·áõÝ ¹Á ·É³ Ý³Ó¨ Í³Ï í³Í ¿ ³é³Ýó ùÇ áõÕ -

Õáõ ÃÛ³Ùµ£ ²Ýó ùÇ ïñ³ Ù³ ·Ç ÍÁ 12 ëÙ ¿£ ¶ï Ý»É ëï³ó í³Í Ù³ñÙ ÝÇ ÉñÇí Ù³ -

Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£
83. ¶Ý ¹³ ÛÇÝ Ã³ Õ³Ý ÃÇ Ý»ñ ùÇÝ ß³ é³ íÇ ÕÁ 4 ¿, ³ñ ï³ ùÇÝ ß³ é³ íÇ ÕÁª 5£

¶ï Ý»É Ý»ñ ùÇÝ ß³ é³í ÕÇ Í³Û ñ³ Ï» ïáí ï³ñ í³Í Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ£
84. ¶Ý ¹³ ÛÇÝ Ã³ Õ³Ý ÃÁ Ñ³ï í³Í ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ùµ, áñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ

Ï»Ýï ñá ÝÇó 3ëÙ ¿£ ¶ï Ý»É ëï³ó í³Í Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ, »Ã» Ã³ Õ³Ý ÃÇ Ý»ñ -

ùÇÝ ß³ é³ íÇ ÕÁ √$10 ëÙ ¿, ÇëÏ ³ñ ï³ ùÇÝ ß³ é³ íÇ ÕÁª 5 ëÙ£
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5.5 ¶³Õ³÷³ñ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ù³ñÙÝÇ Ù³ëÇÝ5.5 ¶³Õ³÷³ñ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ù³ñÙÝÇ Ù³ëÇÝ

Ü³ Ëáñ¹ ß³ ñ³¹ ñ³Ý ùáõÙ Ù»Ýù µ³½ ÙÇóë û· ï³ ·áñ Í»É »Ýù Ù³ñ ÙÇÝ ¨ Ù³ñÙ -

ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃª µ³ é» ñÁ ÝÏ³ ïÇ áõ Ý» Ý³ Éáí ¹ñ³Ýó Ù³ ëÇÝ Ó»ñ ³Ï Ý³ éáõ å³ï -

Ï» ñ³ óáõÙ Ý» ñÁ£ ²ÛÅÙ Ù»Ýù Ïï³Ýù »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý Ù³ñÙ ÝÇ ¨ Ýñ³ Ù³ -

Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ ë³Ñ Ù³ ÝáõÙ Ý» ñÁ£ 

î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ïñ í³Í µ³½ Ùáõ ÃÛ³Ý Ï» ïÁ Ïáã íáõÙ ¿ Ý»ñ ùÇÝ, »Ã» ·á Ûáõ -

ÃÛáõÝ áõ ÝÇ ³Û¹ Ï»Ýï ñá Ýáí ·áõÝ¹, áñÁ ³Ù µáÕçáíÇÝ å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿ ³Û¹ µ³½ -

Ùáõ ÃÛ³ ÝÁ£ 

´³½ Ùáõ ÃÛáõ ÝÁ Ïáã íáõÙ ¿ ïÇ ñáõÛÃ, »Ã» Ýñ³

µá Éáñ Ï» ï» ñÁ Ý»ñ ùÇÝ Ï» ï»ñ »Ý, ¨ Ýñ³Ý å³ï -

Ï³ ÝáÕ ó³Ý Ï³ ó³Í »ñ Ïáõ Ï»ï Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ÙÇ ³ó -

Ý»É µ»Ï Û³ Éáí, áñÁ ³Ù µáÕ çá íÇÝ å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿

Ýß í³Í µ³½ Ùáõ ÃÛ³ ÝÁ (ÁÝ ¹áõÝ í³Í ¿ ³Û¹ å³Û Ù³ -

ÝÇÝ µ³ í³ ñ³ ñáÕ µ³½ Ùáõ ÃÛáõ ÝÁ ³Ý í³ Ý»É Ï³ -
å³Ïó í³Í)£ ä³ñ ½³ µ³ Ý»Ýù ïñ í³Í ë³Ñ Ù³ -

Ýáõ ÙÁ ·Ý ¹Ç ûñÇ Ý³ Ïáí (ÝÏ. 21)£

¶Ý ¹Ç ó³Ý Ï³ ó³Í Ï»ï, áñÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ ³Û¹

·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÇó r (r < R) Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý íñ³,

Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ ³Û¹ ·Ý ¹Ç Ý»ñ ùÇÝ Ï»ï, ù³ ÝÇ áñ

³Û¹ Ï» ïÁ Ï»Ýï ñáÝ áõ Ý» óáÕ ¨ R − r ß³ é³í Õáí

·áõÝ ¹Á ³Ù µáÕ çáõ ÃÛ³Ùµ ·ïÝ íáõÙ ¿ R ß³ é³í Õáí ëÏ½µ Ý³ Ï³Ý ·Ý ¹Ç Ù»ç£ ¶Ý ¹Ç

Ï»Ýï ñá ÝÇó R-Çó ÷áùñ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý íñ³ ·ïÝ íáÕ µá Éáñ Ï» ï» ñÇ µ³½ Ùáõ -

ÃÛáõ ÝÁ ïÇ ñáõÛÃ ¿£ Æñáù, ó³Ý Ï³ ó³Í »ñ Ïáõ ³Û¹ åÇ ëÇ A ¨ B Ï» ï» ñÁ ÙÇ ³ó ÝáÕ

Ñ³ï í³ ÍÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ ³Û¹ ·Ý ¹Ç Ù»ç, ù³ ÝÇ áñ Ýñ³ ó³Ý Ï³ ó³Í Ï» ïÇ Ñ» é³ íá -

ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÇó ÷áùñ ¿ R-Çó£

î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ï» ïÁ Ïáã íáõÙ ¿ ïí³Í µ³½ Ùáõ ÃÛ³Ý »½ ñ³ ÛÇÝ Ï»ï, »Ã» ³Û¹

Ï» ïÁ Ï»Ýï ñáÝ áõ Ý» óáÕ ó³Ý Ï³ ó³Í ·áõÝ¹ å³ ñáõ Ý³ ÏáõÙ ¿ ·á Ý» ÙÇ Ï»ï, áñÁ

å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿ Ýß í³Í µ³½ Ùáõ ÃÛ³ ÝÁ, ¨ ·á Ý» ÙÇ Ï»ï, áñÁ ãÇ å³ï Ï³ ÝáõÙ ³Û¹

µ³½ Ùáõ ÃÛ³ ÝÁ£ ´³½ Ùáõ ÃÛ³Ý µá Éáñ »½ ñ³ ÛÇÝ Ï» ï» ñÇ µ³½ Ùáõ ÃÛáõ ÝÁ Ïáã íáõÙ ¿

³Û¹ µ³½ Ùáõ ÃÛ³Ý »½ñ£ 
¶Ý ¹Ç Ñ³ Ù³ñ »½ ñ³ ÛÇÝ Ï» ï»ñ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ »Ý ÙÇ ³ÛÝ ³ÛÝ Ï» ï» ñÁ, áñáÝù

·Ý ¹Ç O Ï»Ýï ñá ÝÇó ·ïÝ íáõÙ »Ý ×Çßï R Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý íñ³, ³Û ëÇÝùÝ ·Ý ¹Ç

»½ ñÁ ëý» ñ³Ý ¿£ Æñáù, Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ ³Û¹ åÇ ëÇ C Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ñ r > 0 ß³ é³í -

Õáí ¨ C Ï»Ýï ñá Ýáí ·Ý ¹áõÙ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ Ýß»É C1 ¨ C2 Ï» ï»ñ, áñáÝ óÇó Ù» ÏÇ Ñ» é³ -

íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ O Ï» ïÇó Ù»Í ¿ R-Çó, ÇëÏ ÙÛáõ ëÇ ÝÁª ÷áùñ ¿ R-Çó, ³Û ëÇÝùÝ C2-Á

å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿ ëÏ½µ Ý³ Ï³Ý ·Ý ¹ÇÝ, ÇëÏ C1-Áª ãÇ å³ï Ï³ ÝáõÙ£ 

îÇ ñáõÛ ÃÁ Çñ »½ ñÇ Ñ»ï ÙÇ ³ ëÇÝ Ïáã íáõÙ ¿ ÷³Ï ïÇ ñáõÛÃ£ ò³Ý Ï³ ó³Í ë³Ñ -

Ù³ Ý³ ÷³Ï ¨ ÷³Ï ïÇ ñáõÛÃ Ïáã íáõÙ ¿ Ù³ñ ÙÇÝ£ (ÐÇß »ó Ý»Ýù, áñ ë³Ñ Ù³ Ý³ ÷³Ï
Ïáã íáõÙ ¿ ³ÛÝ µ³½ Ùáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñÇ Ñ³ Ù³ñ ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ ÝÇ ³Û¹ µ³½ Ùáõ ÃÛáõ ÝÁ
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å³ ñáõ Ý³ ÏáÕ ·áõÝ¹)£ Ø³ñÙ ÝÇ »½ ñÁ Ïáã íáõÙ ¿ ³Û¹ Ù³ñÙ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ Ã£ ¶áõÝ -

¹Á Ù³ñÙ ÝÇ ûñÇ Ý³Ï ¿£ Ø³ñ ÙÇÝ Ý»ñ »Ý Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ Ý³¨ Ù»½ ³ñ ¹»Ý Í³ ÝáÃ

µ³½ Ù³ ÝÇë ïÁ, ·É³ ÝÁ ¨ Ïá ÝÁ£

5.6 äïï³Ï³Ý Ù³ñÙÇÝÝ»ñÇ` 5.6 äïï³Ï³Ý Ù³ñÙÇÝÝ»ñÇ` 

ÙÇÙÛ³Ýó, Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ¨ áõÕÇÕÝ»ñÇ Ñ»ïÙÇÙÛ³Ýó, Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ¨ áõÕÇÕÝ»ñÇ Ñ»ï

ßáß³÷Ù³Ý ï»ë³ÏÝ»ñÁßáß³÷Ù³Ý ï»ë³ÏÝ»ñÁ

ê³Ñ Ù³ ÝáõÙê³Ñ Ù³ ÝáõÙ

êý» ñ³ ÛÇ Ñ»ï ÙÇ ³Ï ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ Ï»ï áõ Ý» óáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ Ïáã íáõÙ ¿ ëý» -

ñ³Ý (³Û¹ Ï» ïáõÙ) ßáß ³ ÷áÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ:

Â» á ñ»Ù 5.3Â» á ñ»Ù 5.3 (ëý»ñ³ÛÇÝ ßáß³÷ áÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù³ ëÇÝ) 
êý» ñ³ ÛÇ Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ A Ï» ïáí ³Ýó ÝáõÙ ¿ ëý» ñ³Ý ßáß ³ ÷áÕ ÙÇ ³Ï Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛáõÝ: ²Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ OA ß³ é³í ÕÇÝ, áñ ï»Õ O-Ý ëý» ñ³ -

ÛÇ Ï»Ýï ñáÝÝ ¿: 

²å³ óáõÛó:²å³ óáõÛó: ¸Ç óáõù,  α-Ý A-áí ³Ýó ÝáÕ ¨ OA-ÇÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛáõÝÝ ¿ (ÝÏ. 22): ´³ óÇ A-Çó α Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý µá -

Éáñ Ï» ï»ñÝ ÁÝ Ï³Í »Ý ëý» ñ³ ÛÇó ¹áõñë, áñáí -

Ñ»ï¨ O-Çó Ýñ³Ýó Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ·» ñ³ ½³Ý -

óáõÙ ¿ ëý» ñ³ ÛÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ: (ÐÇß »ó Ý»Ýù, áñ

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ ãå³ï Ï³ ÝáÕ Ï» ïÇ Ñ» é³ íá ñáõ -

ÃÛáõ ÝÁ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÇó Ñ³ í³ ë³ñ ¿ ³Û¹ Ï» -

ïÇ ¨ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ Ýñ³ åñá Û»Ï óÇ ³ ÛÇ Ñ» -

é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ)£  àõñ»ÙÝ α-Ý ßáß ³ ÷áÕ Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛáõÝ ¿:

ØÛáõë ÏáÕ ÙÇó, »Ã» áñ¨¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ ßáß ³ -

÷áõÙ ¿ ëý»ñ³Ý A Ï» ïáõÙ, ³å³ A-Ý ³Û¹ Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛ³Ý` O-ÇÝ ³Ù» Ý³ Ùáï Ï»ïÝ ¿: Ð»ï¨³å»ë, ³Û¹  Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ ÙÁÝÏ -

ÝáõÙ ¿ α-Ç Ñ»ï: ∇
î³ ñ³ Íáõ ÃÛáõ ÝáõÙ ÑÝ³ ñ³ íáñ »Ý åïï³Ï³Ý Ù³ñ ÙÇÝ Ý» ñÇ` Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» -

ñÇ ¨ áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ, ÇÝã å»ë Ý³¨ ÙÇÙ Û³Ýó Ñ»ï ßáß ³÷ Ù³Ý ï³ñ µ»ñ ¹»å ù»ñ (»Õ³ -

Ý³Ï Ý»ñ): ²Ñ³ ¹ñ³Ý óÇó ÙÇ ù³ ÝÇ ëÁ: 

Ð³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ Ïá ÝÇ (·É³ ÝÇ) ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ. ³Ûë ¹»å -

ùáõÙ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ Ïá ÝÇ (·É³ ÝÇ) ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ñ»ï áõ ÝÇ ÙÇ ³Ï ÁÝ¹ -

Ñ³ Ýáõñ ÍÝáñ¹:
àõ ÕÇ ÕÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ ëý»ñ³Ý (Ïá ÝÇ, ·É³ ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ). ³Ûë

¹»å ùáõÙ áõ ÕÇÕÝ áõ ÝÇ ëý»ñ³ÛÇ (Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ, Ïá ÝÇ Ï³Ù ·É³ ÝÇ
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ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ) Ñ»ï ÙÇ ³Ï ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ Ï»ï: Îá ÝÇ ¨ ·É³ ÝÇ ¹»å ùáõÙ

ßáß ³ ÷áÕ áõ ÕÇ ÕÁ ãå» ïù ¿ ³ÝóÝÇ ÑÇÙ ùÇ Ï» ï» ñáí, ÇÝã å»ë Ý³¨ Ïá ÝÇ ·³ ·³ Ãáí:

êý»ñ³Ý ßáß ³ ÷áõÙ ¿ Ïá ÝÇ Ï³Ù ·É³ ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ, »Ã»

Ýñ³Ýù áõ Ý»Ý ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ ßáß ³ ÷áÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ: êý» ñ³Ý ßáß ³÷áõÙ ¿ Ù»Ï ³ÛÉ

ëý» ñ³ ÛÇ, »Ã» Ýñ³Ýù áõ Ý»Ý ÙÇ ³ÛÝ Ù»Ï ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ Ï»ï£ ÆÝù Ýáõ ñáõÛÝ ³å³ óáõ -

ó»ù, áñ ³Û¹ ëý» ñ³ ÛÇ Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÁ ÙÇ ³ó ÝáÕ áõ ÕÇ ÕÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ Ýñ³Ýó ßáß ³÷ -

Ù³Ý Ï» ïáí£ ²Ûë ¹»å ùáõÙ ÑÝ³ ñ³ íáñ ¿ ßáß ³÷ Ù³Ý »ñ Ïáõ ï» ë³Ï` Ý»ñ ùÇÝ ¨

³ñ ï³ ùÇÝ: ¸³ å»ïù ¿ ÑÇß »É ³ÛÝ ËÝ ¹Çñ Ý» ñÇ ÉáõÍ Ù³Ý Å³ Ù³ Ý³Ï, áñáÝó

Ó¨³Ï»ñå Ù³Ý Ù»ç ãÇ ×ßï íáõÙ ßáß ³÷ Ù³Ý µÝáõÛ ÃÁ: 
´á Éáñ ï³ ñ³ Í³ Ï³Ý Ù³ñ ÙÇÝ Ý» ñÇó Ñ³ñÃ å³ï Ï»ñ Ù³Ý ï» ë³ÝÏ Ûáõ ÝÇó

³Ù» Ý³ ³Ý Ñ³ñ Ù³ ñÁ ·áõÝ¹Ý ¿£ àñ å»ë Ï³ ÝáÝ ·áõÝ ¹Á, ³é³ í»É ¨ë ÙÇ ù³ ÝÇ ·Ý -

¹» ñÁ · Í³· ñáõÙ ã»Ý å³ï Ï» ñáõÙ, ÙÇ ³ÛÝ óáõÛó »Ý ï³ ÉÇë Ýñ³ Ï»Ýï ñá ÝÁ (Ï³Ù

Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÁ), ßáß ³÷ Ù³Ý Ï» ïáõÙ ï³ñ í³Í ß³ é³ íÇ ÕÁ ¨ ³ÛÉÝ£ ¸Ç ï³ñ Ï»Ýù

ûñÇ Ý³Ï, Ñ»ï¨Û³É ËÝ ¹Ç ñÁ£

ÊÝ¹Çñ 8. R ß³ é³í Õáí ãáñë ·Ý ¹»ñ ½áõÛ· ³é ½áõÛ· ßáß ³ ÷áõÙ »Ý ÙÇÙ Û³Ýó£

¶ï»ù ³ÛÝ ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ, áñÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ µá Éáñ ³Û¹ ·Ý ¹» ñÇÝ£ 

Èáõ ÍáõÙ£ ²Û¹ ·Ý ¹» ñÇ Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÁ Ñ³Ý ¹Ç -

ë³ ÝáõÙ »Ý 2R Ïá Õáí Ï³ Ýá Ý³ íáñ ï»ï ñ³ »¹ ñÇ

·³ ·³Ã Ý»ñ (ÝÏ. 23)£

ø³ ÝÇ áñ ïñ í³Í ·Ý ¹» ñÁ ½áõÛ· ³é ½áõÛ· ßáß ³ -

÷áõÙ »Ý, ³å³ áñá Ý» ÉÇ ·áõÝ ¹Á Ýñ³Ýó µá Éá ñÇÝ

ßáß ³ ÷áõÙ ¿ ÙÇ¨ÝáõÛÝ Ï»ñåª Ï³Ù ³ñ ï³ù Ý³ å»ë

Ï³Ù Ý»ñ ëÇó£ Þáß ³ ÷áõÙ Ý» ñÇ ³ÛÉ ¹»å ù»ñ ÑÝ³ -

ñ³ íáñ ã»Ý£ ²Ûë ï» ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ áñá Ý» ÉÇ ·Ý -

¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÁ Ñ³í³ë³ñ³Ñ»é ¿ ï»ï ñ³ »¹ ñÇ

µáÉáñ ·³·³ÃÝ»ñÇó£ ¸Åí³ñ ã¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ ³Û¹

R√ $6 
Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ÏÉÇ ÝÇ −−−−−£ ºÃ» áñá Ý» ÉÇ ·áõÝ ¹Á ïñ í³Í ·Ý ¹»ñÇÝ

2
R√ $6 

ßáß ³ ÷áõÙ ¿ ³ñ ï³ù Ý³ å»ë, ³å³ Ýñ³ ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ −−−−− − R£
2

Ü»ñ ùÇÝ ßáß ³÷ Ù³Ý ¹»å ùáõÙ (áñá Ý» ÉÇ ·áõÝ ¹Á å³ ñáõ Ý³ ÏáõÙ ¿ï í³Í ·Ý ¹» ñÁ)

R√ $6 
Ýñ³ ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ −−−−− + R£ ∇

2
äï ï³ Ï³Ý Ù³ñ ÙÇÝ Ý» ñÇ ßáß ³÷ Ù³Ý í» ñ³ µ»ñ Û³É ËÝ ¹Çñ Ý» ñáõÙ ß³ï Ñ³ -

×³Ë û· ï³ ·áñÍ íáõÙ »Ý ûÅ³Ý ¹³Ï Ñ³ ïáõÛÃ Ý» ñÇ Ï³ éáõó Ù³Ý, åñá Û»ÏïÙ³Ý

Ù» Ãá¹ Ý» ñÁ£ Èáõ Í»Ýù, ûñÇ Ý³Ï, Ñ»ï¨Û³É ËÝ ¹Ç ñÁ£

ÊÝ¹Çñ 9£ Îá ÝÁ ¨ ·É³ ÝÁ áõ Ý»Ý Ñ³ í³ ë³ñ ÑÇÙ ù»ñ ¨ Ñ³ í³ ë³ñ µ³ñÓ ñáõ -

ÃÛáõÝ Ý»ñ£ Üñ³Ýó ÑÇÙ ù» ñÁ å³ï Ï³ ÝáõÙ »Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ ¨ ßáß ³ -
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³) µ)

÷áõÙ »Ý ÙÇÙ Û³Ýó£ ºñ Ïáõ ·Ý ¹»ñ, áñáÝ óÇó Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõ ñÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ -

ë³ñ ¿ Ïá ÝÇ (Ï³Ù ·É³ ÝÇ) ÑÇÙ ùÇ ß³ é³í ÕÇÝ, ßáß ³ ÷áõÙ »Ý ÙÇÙ Û³Ýó, ·É³ ÝÇ ¨ Ïá -

ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃ Ý» ñÁ ¨ ³ÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ, áñÁ å³ ñáõ Ý³ ÏáõÙ ¿ ·É³ -

ÝÇ ÙÛáõë ÑÇÙ ùÁ ¨ Ïá ÝÇ ·³ ·³ ÃÁ£ ¶ï»ù Ïá ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ ·³ ·³ ÃÇ

³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£ 

Èáõ ÍáõÙ£ ¸Ç ï³ñ Ï»Ýù · É³ ÝÇ í» ñÇÝ ÑÇÙ ùáí ¨ Ïá ÝÇ ·³ ·³ Ãáí ³Ýó ÝáÕ Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ£ ¸Ç óáõù A-Ý ¨ B-Ý ·É³ ÝÇ ¨ Ïá ÝÇ ³é³Ýóù Ý» ñÇ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ

å³ï Ï³ ÝáÕ Ï» ï»ñÝ »Ý, C-Ý ¨ D-Ýª ·Ý ¹» ñÇ ¨ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ßáß ³÷ Ù³Ý Ï» -

ï» ñÁ (ÝÏ. 24 ³) r-Áª ³Û¹ ·Ý ¹» ñÇ, ÇÝã å»ë Ý³¨ Ïá ÝÇ ¨ ·É³ ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ íÇ -

ÕÁ£ ²ÛÝ µ³ ÝÇó, áñ Ïá ÝÇ ¨ ·É³ ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÁ ÙÇÙ Û³Ýó ßáß ³ ÷áõÙ »Ý, Ñ»ï¨áõÙ ¿,

áñ AB = 2r£ ø³ ÝÇ áñ ·Ý ¹» ñÁ ßáß ³ ÷áõÙ »Ý ÙÇÙ Û³Ýó, ³å³ CD = 2r£ ÆëÏ ·Ý ¹»ñÁ

ÙÇÙ Û³Ýó ̈  ·É³ ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ ßáß ³ ÷» Éáõó Ñ»ï¨áõÙ ¿ª CA = DA = 2r£

²Û Ýáõ Ñ»ï¨, ù³ ÝÇ áñ DA = BA = CA = 2r, ∠DAB = ∠BAC = 30°, ëï³ ÝáõÙ »Ýù,

áñ DB = BC = 4r sin15° = 4r sin (45° − 30°) = r(√$6 − √$2 )£
¸Ç ï³ñ Ï»Ýù Ïá ÝÇ ³é³Ýó ùáí ¨ C Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ (ÝÏ. 24 µ)

¸Ç óáõù ú-Ý ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñáÝÝ ¿, α-Ý Ïá ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ ·³ ·³ ÃÇ

³ÝÏ Û³Ý Ï» ëÁ£ ¶Ý ¹Ç ¨ Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ ßáß ³÷ Ù³Ý å³Û Ù³ ÝÇó

Ñ»ï¨áõÙ ¿ , áñ 

1 π∠CBO = −−− (−− − α), ³Û ëÇÝùÝ 2 2

π α OC 1 √$6 + √$2 
tg (−−− − −−−) = −−−− = −−−−−−−−= −−−−−−−,  

4 2 BC √$6 − √$2 4
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áñ ï» ÕÇó

π α √$6 + √$2 −−− − −−− = arctg −−−−−−−−
4 2 4

ä³ ï³ë Ë³Ýª Ïá ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ ·³ ·³ ÃÇ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿

√$6 + √$2 π − 4arctg −−−−−−−−: ∇
4

ÊÝ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ ç³¹ñ³Ýù Ý»ñ, Ñ³ñ ó»ñÊÝ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ ç³¹ñ³Ýù Ý»ñ, Ñ³ñ ó»ñ

1. R ß³ é³í Õáí »ñ»ù ·Ý ¹»ñ ½áõÛ· ³é ½áõÛ· ßáß ³ ÷áõÙ »Ý ÙÇÙ Û³Ýó ¨ ÇÝã -áñ

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý£ ¶ï»ù ³ÛÝ ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ, áñÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ ïí³Í ·Ý ¹» ñÇÝ ¨

ÝáõÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ£ 

2. ºñ Ïáõ Ñ³ í³ ë³ñ ·Ý ¹»ñ ßáß ³ ÷áõÙ »Ý ÙÇÙ Û³Ýó ¨ α Ù» Íáõ ÃÛ³Ùµ »ñÏ ÝÇëï

³ÝÏ Û³Ý ÝÇë ï» ñÇÝ£ ²é³ çÇÝ ·áõÝ ¹Á ßáß ³ ÷áõÙ ¿ »ñÏ ÝÇëï ³ÝÏ Û³Ý ÙÇ ÝÇë ïÁ

A Ï» ïáõÙ, ÇëÏ »ñÏ ñáñ¹ ·áõÝ ¹Á ßáß ³ ÷áõÙ ¿ »ñÏ ÝÇëï ³ÝÏ Û³Ý ÙÛáõë ÝÇë ïÁ B

Ï» ïáõÙ£ AB Ñ³ï í³ ÍÇ á±ñ Ù³ëÝ ¿ ·ïÝ íáõÙ ·Ý ¹» ñÇó ¹áõñë£ 

3. ºñ»ù Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ Ïá Ý» ñÇ ÑÇÙ ù» ñÁ ¹³ ë³ íáñ í³Í »Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ¨ ½áõÛ· ³é ½áõÛ· ßáß ³ ÷áõÙ »Ý ÙÇÙ Û³Ýó£ Úáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ Ïá ÝÇ

³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ a ÏáÕ Ùáí Ï³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ ¿£ ¶ï»ù ³ÛÝ ·Ý ¹Ç

ß³ é³ íÇ ÕÁ, áñÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ ¨

³ÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ, áñÇ Ù»ç ·ïÝ íáõÙ »Ý ³Û¹ Ïá Ý» ñÇ ÑÇÙ ù» ñÁ£

4. ¶ï»ù ³ÛÝ ·É³ ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ, áñÁ Ý»ñ·Í í³Í ¿

ÙÇ ³ íáñ Ëá ñ³ Ý³ñ ¹ÇÝ ³ÛÝ å»ë, áñ ·É³ ÝÇ ³é³Ýó ùÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Ç

³ÝÏ Ûáõ Ý³· ÍÇ íñ³, ÇëÏ Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ ÑÇÙ ùÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Ç »ñ»ù

ÝÇë ï» ñÁ Ýñ³Ýó Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñáõÙ£

5. r(r < 1) ß³ é³í Õáí ãáñë ·Ý ¹» ñÇ Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÁ ·ïÝ íáõÙ »Ý 2 »ñ Ï³ ñáõ -

ÃÛ³Ùµ ¿ç» ñáí Ñ³ í³ ë³ ñ³ë ñáõÝ áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ »é³ÝÏ Û³Ý ·³ ·³Ã Ý» ñáõÙ ¨

Ý»ñù Ý³ ÓÇ ·Ç ÙÇç Ý³ Ï» ïáõÙ£ ¶ï»ù ³ÛÝ ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ, áñÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ ³Û¹

ãáñë ·Ý ¹» ñÇÝ£ ²Ù»Ý ÙÇ r-Ç Ñ³ Ù³ñ ù³ ÝÇ± ³Û¹ åÇ ëÇ ·áõÝ¹ ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ ÝÇ£ 
6. R ß³ é³í Õáí ëý» ñ³ ÛÇ Ï»Ýï ñá Ýáí ï³ñ í³Í ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ£ ºñ»ù Çñ³ñ

Ñ³ í³ ë³ñ ·Ý ¹»ñ ßáß ³ ÷áõÙ »Ý ëý» ñ³ ÛÇÝ, ï³ñ í³Í Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ ¨ ÙÇÙ Û³Ýó£

¶ï»ù ³Û¹ ·Ý ¹» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁ£ 
7. ØÇ¨ÝáõÛÝ ß³ é³í Õáí »ñ Ïáõ ·Ý ¹»ñ ¨ ÙÇ¨ÝáõÛÝ ß³ é³í Õáí »ñ Ïáõ ³ÛÉ ·Ý ¹»ñ

¹³ ë³ íáñ í³Í »Ý ³ÛÝ å»ë, áñ Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ ·áõÝ¹ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ ÙÝ³ ó³Í »ñ» -

ùÇÝ ¨ ÝáõÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ£ ¶ï»ù Ù»Í ¨ ÷áùñ ·Ý ¹» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÇ Ñ³ ñ³ µ» -

ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£ 

8. R ß³ é³í Õáí ·áõ Ý¹Á ßáß ³ ÷áõÙ ¿ ÙÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý£ ²Ù» Ý³ß ³ ïÁ ù³ ÝÇ

Ñ³ï R ß³ é³í Õáí ·Ý ¹»ñ Ï³ ñáÕ »Ý, Çñ³ñ Ñ»ï ãÑ³ï í» Éáí, ßáß ³ ÷»É ïí³Í

·Ý ¹ÇÝ ¨ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ£



9. Æñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ ãáñë Ïá Ý»ñ ¹³ ë³ íáñ í³Í »Ý ³ÛÝ å»ë, áñ Ýñ³Ýù µá Éá -

ñÁ áõ Ý»Ý ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ ·³ ·³Ã ¨ Ýñ³Ý óÇó Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõ ñÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ ÙÝ³ ó³Í

»ñ» ùÇÝ£ ÆÝ ãÇ± ¿ Ñ³ í³ ë³ñ Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ Ïá ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ ·³ -

·³ ÃÇ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£ 
10. Î³ ñ» ÉÇ± ¿ ³ñ¹ Ûáù ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç 13 Ñ³ í³ ë³ñ ·Ý ¹»ñ ¹³ ë³ íá ñ»É

³ÛÝ å»ë, áñ Ýñ³Ýù Çñ³ñ Ñ»ï ãÑ³ï í»Ý ¨ Ýñ³Ý óÇó 12-Á ßáß ³ ÷»Ý ÙÇ ·Ý ¹ÇÝ£

11. 2 ¨ 3 ß³ é³í ÇÕÝ»ñáí ·Ý ¹» ñÇ Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÁ A ¨ B Ï» ï» ñáõÙ »Ý, AB = 7:

²Û¹ ·Ý ¹» ñÁ ßáß ³ ÷áÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ ïáõÙ ¿ AB áõ ÕÇ ÕÁ  M  Ï» ïáõÙ: ¶ï»ù

AM-Ç »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ: 

12. Îá ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ  4  »ñ Ï³ ñáõ ÃÛ³Ùµ ÏáÕ Ùáí Ï³ Ýá Ý³ íáñ

»é³ÝÏ ÛáõÝ ¿: ¶áõÝ ¹Á ßáß ³ ÷áõÙ ¿ Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ M Ï» ïáõÙ ¨ Ïá ÝÇ

ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ: ¶ï»ù ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ, »Ã» M Ï» ïÇ Ñ» é³ íá ñáõ -

ÃÛáõ ÝÁ Ïá ÝÇ ³é³Ýó ùÇó Ñ³ í³ ë³ñ ¿.  ³) 1,  µ) 3: 
13. ¶É³ ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ ÙÇ ³ íáñ ù³ é³ Ïáõ ëÇ ¿: ¶ï»ù Ýñ³

Ï»Ýï ñá Ýáí ³Ýó ÝáÕ ¨ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ ßáß ³ ÷áÕ ÷áù ñ³ ·áõÛÝ ëý» -

ñ³ ÛÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ:
14. àõ Ý»Ýù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ ¨ Ýñ³Ý áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó  áõ ÕÇÕ: ¶ï»ù Ýñ³Ýó »ñ Ïáõ -

ëÇÝ ¿É ßáß ³ ÷áÕ r ß³ é³í Õáí ·Ý ¹» ñÇ Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ:
15. (Ï) ¶ï»ù ïñ í³Í »ñÏ ÝÇëï ³ÝÏ Û³Ý »ñ Ïáõ ÝÇë ï»ñÝ ¿É ßáß ³ ÷áÕ

ÙÇ¨ÝáõÛÝ ß³ é³í Õáí ·Ý ¹» ñÇ Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ:  

16. R ß³ é³í Õáí ·áõÝ ¹Á ßáß ³ ÷áõÙ ¿ α Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ: ¸Ç ï³ñ Ï»Ýù r ß³ -

é³í Õáí µá Éáñ ·Ý ¹» ñÁ, áñáÝù ßáß ³ ÷áõÙ »Ý ¨° ·áõÝ ¹Á, ¨° Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ: ¶ï»ù

³Û¹ ·Ý ¹» ñÇ Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÇ, Ýñ³Ýó` ïñ í³Í Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ¨ ïñ í³Í ·Ý ¹Ç Ñ»ï

ßáß ³÷ Ù³Ý Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ:  

17. êý»ñ³ÛÇó ¹áõñë ·ïÝ íáÕ A Ï» ïÇó ï³ñ í³Í áõÕÇÕÁ ëý»ñ³Ý ßáß ³ ÷áõÙ

¿ B Ï» ïáõÙ, ÇëÏ A-áí ³Ýó ÝáÕ Ù»Ï ³ÛÉ áõ ÕÇ Õ Ñ³ ïáõÙ ¿ ëý»ñ³Ý C ¨ D Ï» ï» -

ñáõÙ: ²å³ óáõ ó»°ù, áñ AB2 = AC ⋅ AD:

18. (¹) ABC »é³ÝÏ Ûáõ ÝáõÙ AB = 3, AC = 4, ÇëÏ B ¨ C Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñáí ·Ý¹» -

ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý 2 ¨ 3: A  Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ áõÕÇ ÕÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ ÙÇ

·áõÝ ¹Á  M Ï» ïáõÙ, ÙÛáõ ëÁ` K Ï»ïáõÙ: ¶ï»ù MK-Ý, »Ã» ³) BC = 2, µ) BC = 5,

·) BC = 6:

19. Î³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ Û³Ý ÏáÕ ÙÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 11: ºñ»ù ·Ý ¹» ñÇ Ï»Ýï ñáÝ -

Ý» ñÁ ³Û¹ »é³ÝÏ Û³Ý ·³ ·³Ã Ý» ñáõÙ »Ý: ²Û¹ »ñ»ù ·Ý ¹» ñÁ ÙÇ ³ Å³ Ù³ Ý³Ï ßáß -

³ ÷áÕ ù³ ÝÇ± Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ ÝÇ, »Ã» ³Û¹ ·Ý ¹» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁ Ñ³ -

í³ ë³ñ »Ý` ³) 7, 7, 7. µ) 1, 1, 1.   ·) x, x, x (³Ûë ¹»å ùáõÙ å³ ï³ë Ë³ ÝÁ Ï³Ë -

í³Í ¿ x-Çó).  ¹) 3, 4, 6:

20. (¹) ºé³ÝÏ Û³Ý ÏáÕ Ù» ñÁ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý a, b ¨ c: ºñ»ù ·Ý ¹»ñ ßáß ³ ÷áõÙ »Ý

»é³ÝÏ Û³Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ »é³ÝÏ Û³Ý ·³ ·³Ã Ý» ñáõÙ: ÆÝ ãÇ± »Ý Ñ³ í³ ë³ñ ³Û¹

·Ý ¹» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁ:
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5.7 Ü»ñ·Í Û³É ¨ ³ñ ï³·Í Û³É µ³½ Ù³ ÝÇë ï»ñ5.7 Ü»ñ·Í Û³É ¨ ³ñ ï³·Í Û³É µ³½ Ù³ ÝÇë ï»ñ

´á Éáñ áõ éáõ óÇÏ µ³½ Ù³ ÝÇë ï» ñÇ ¹³ ëáõÙ ³é³ÝÓ Ý³ó Ý»Ýù »ñ Ïáõ Ï³ñ¨áñ ÁÝ -

ï³ ÝÇù` Ý»ñ·Í Û³É ¨ ³ñ ï³·Í Û³É µ³½ Ù³ ÝÇë ï»ñ:

ê³Ñ Ù³ ÝáõÙê³Ñ Ù³ ÝáõÙ

àõ éáõóÇÏ µ³½ Ù³ ÝÇë ïÁ Ïáã íáõÙ ¿ Ý»ñ·Í Û³É, »Ã» Ýñ³ µá Éáñ ·³ ·³Ã Ý»ñÝ ÁÝ -

Ï³Í »Ý ëý»ñ³ÛÇ íñ³: ²Û¹ ëý»ñ³Ý Ïáã íáõÙ ¿ ¹Ç ï³ñÏ íáÕ µ³½ Ù³ ÝÇë ïÇÝ ³ñ -

ï³·Í Û³É ëý»ñ³: 

ê³Ñ Ù³ ÝáõÙê³Ñ Ù³ ÝáõÙ

àõ éáõ óÇÏ µ³½ Ù³ ÝÇë ïÁ Ïáã íáõÙ ¿ ³ñ ï³·Í Û³É, »Ã» Ýñ³ µá Éáñ ÝÇë ï» ñÁ

ßáß ³ ÷áõÙ »Ý ÙÇ ëý»ñ³ÛÇ: ²Û¹ ëý»ñ³Ý Ïáã íáõÙ ¿ ¹Ç ï³ñÏ íáÕ µ³½ Ù³ ÝÇë ïÇÝ

Ý»ñ·Í Û³É ëý»ñ³:

²ÏÝ Ñ³Ûï ¿ Ý»ñ Ùáõ Í³Í Ñ³ë Ï³ óáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ÝÙ³ Ýáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ñ Ã³ ã³ ÷áõ -

ÃÛ³Ý ¹³ ëÁÝ Ã³ óÇó Ñ³Ûï ÝÇ Ý»ñ·Í Û³É áõ ³ñ ï³·Í Û³É  µ³½ Ù³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÇ ¨

³ñ ï³·Í Û³É áõ Ý»ñ·Í Û³É ßñ ç³ Ý³· Í» ñÇ Ñ³ë Ï³ óáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇÝ: 

àã µá Éáñ µ³½ Ù³ ÝÇë ï»ñÝ »Ý Ý»ñ·Í Û³É Ï³Ù ³ñ ï³·Í Û³É, ë³ Ï³ÛÝ ×ß Ù³ ñÇï

»Ý Ñ»ï¨Û³É Ã» á ñ»Ù Ý» ñÁ, áñáÝù ÝÙ³Ý »Ý »é³ÝÏ Û³Ý Ù³ ëÇÝ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë -

Ë³Ý Ã» á ñ»Ù Ý» ñÇÝ:

Â» á ñ»Ù 5.4Â» á ñ»Ù 5.4 (»é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç ³ñ ï³·Í Û³É ëý»ñ³ÛÇ Ù³ ëÇÝ)
ºé³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ·Ý áõ ÝÇ ÙÇ ³Ï ³ñ ï³·Í Û³É ëý»ñ³:

²å³ óáõÛó:²å³ óáõÛó: ¸Ç ï³ñ Ï»Ýù ABCD »é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Á (ÝÏ. 25): Î³ éáõ ó»Ýù

AB, AC ¨ AD Ïá Õ» ñÇÝ ÙÇ ç ÝáõÕ Õ³ Ñ³Û³ó Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ: (Ð³ï í³ ÍÇ ÙÇ ç ÝáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ Ýñ³ Í³Û ñ³ Ï» ï» ñÇó Ñ³ í³ ë³ -

ñ³ Ñ»é ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ -

Ï³Ý ï»ÕÝ ¿): Üß³ Ý³ Ï»Ýù O-áí ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛáõÝ Ý» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ïÁ: (¶á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ ÝÇ

³Û¹ åÇ ëÇ ÙÇ ³Ï Ï»ï: ²å³ óáõ ó»Ýù ¹³: ì»ñó -

Ý»Ýù ³é³ çÇÝ »ñ Ïáõ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ: Üñ³Ýù

Ñ³ï íáõÙ »Ý, áñáí Ñ»ï¨ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó »Ý áã ½áõ -

·³ Ñ»é áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ: Üñ³Ýó Ñ³ï Ù³Ý áõ ÕÇ ÕÁ

Ýß³ Ý³ Ï»Ýù l-áí: ²Û¹ áõ ÕÇÕÝ áõÕ Õ³ Ñ³Ûó ¿ ABC Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ: AD-Ç ÙÇ ç ÝáõÕ -

Õ³ Ñ³Ûó Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ½áõ ·³ Ñ»é ã¿ l-ÇÝ ¨ ãÇ å³ ñáõ Ý³ ÏáõÙ ³ÛÝ, ù³ÝÇ áñ Ñ³ -

Ï³ é³Ï ¹»å ùáõÙ AD áõ ÕÇ ÕÁ ÏÉÇ Ý»ñ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó l-ÇÝ ¨ áõ ñ»ÙÝ, ÁÝ Ï³Í ÏÉÇ Ý»ñ

ABC Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝáõÙ)£  O Ï» ïÁ Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é ¿ A ¨ B, A ¨ C, A ¨ D Ï» ï» -

ñÇó: àõ ñ»ÙÝ, ³ÛÝ Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é ¿ ABCD µáõñ ·Ç µá Éáñ ·³ ·³Ã Ý» ñÇó,

Ñ»ï¨³å»ë O Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³Ý ß³ é³í Õáí ëý»ñ³Ý ³ñ ï³·Í -

Û³É ¿ ABCD µáõñ ·ÇÝ: 
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²Ûë åÇ ëáí, Ù»Ýù ³å³ óáõ ó» óÇÝù ABCD µáõñ ·ÇÝ ³ñ ï³·Í Û³É ëý»ñ³ÛÇ ·á -

Ûáõ ÃÛáõ ÝÁ: ØÝ³ó ³å³ óáõ ó»É Ýñ³ ÙÇ ³ Ïáõ ÃÛáõ ÝÁ: ´áõñ ·Ç ·³ ·³Ã Ý» ñáí ³Ýó -

ÝáÕ ó³Ý Ï³ ó³Í ëý»ñ³ÛÇ Ï»Ýï ñá ÝÁ Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é ¿ ³Û¹ ·³ ·³Ã Ý» ñÇó:

àõñ»ÙÝ ³ÛÝ å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿  µáõñ ·Ç Ïá Õ» ñÇ ÙÇ ç ÝáõÕ Õ³Ñ³ Û³ó Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» -

ñÇÝ, Ñ»ï¨³µ³ñ ³Û¹ åÇ ëÇ ëý»ñ³ÛÇ Ï»Ýï ñá ÝÁ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ ¿ O Ï» ïÇ Ñ»ï:

Â» á ñ»ÙÝ ³å³ óáõó í³Í ¿: ∇

Â» á ñ»Ù 5.5Â» á ñ»Ù 5.5 (»é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç Ý»ñ·Í Û³É ëý»ñ³ÛÇ Ù³ ëÇÝ): 

ò³Ý Ï³ ó³Í »é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç Ñ³ Ù³ñ ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ ÝÇ ÙÇ ³Ï Ý»ñ·Í Û³É

ëý»ñ³:

²å³ óáõÛó:²å³ óáõÛó: ¸Ç ï³ñ Ï»Ýù ABCD »é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Á (ÝÏ. 26): î³ Ý»Ýù Ýñ³

AB, AC ¨ BC Ïá Õ» ñÇÝ ÏÇó »ñÏ ÝÇëï ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» -

ñÇ ÏÇ ëáñ ¹³ ÛÇÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ: ²Û¹ Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛáõÝ Ý»ñÝ áõ Ý»Ý ÙÇ ³Ï ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ Ï»ï, áñÁ

Ù»Ýù ÏÝ ß³ Ý³ Ï»Ýù Q-áí: ²Û¹ Ï» ïÁ Ñ³ í³ ë³ -

ñ³ Ñ»é ¿ µáõñ ·Ç µá Éáñ ÝÇë ï» ñÇó:  (Q-Ý Ñ³ í³ -

ë³ ñ³ Ñ»é ¿ ABC ¨ ABD, ABC ¨ ADC, ABC ¨

DBC Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇó)£ àõñ»ÙÝ, Q Ï»Ýï ñá -

Ýáí ¨ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³Ý ß³ é³í Õáí ëý»ñ³Ý

Ý»ñ·Í Û³É ¿ ABCD µáõñ ·ÇÝ: ²Û¹ åÇ ëÇ ëý»ñ³ÛÇ

ÙÇ ³ Ïáõ ÃÛáõ ÝÁ ³å³ óáõó íáõÙ ¿, ÇÝã å»ë Ý³ Ëáñ¹

Ã» á ñ» ÙáõÙ: ∇
ÆÝùÝáõñáõÛÝ ³å³óáõó»ù, áñ ó³ÝÏ³ó³Í Ï³ÝáÝ³íáñ µáõñ·Ç Ï³ñ»ÉÇ ¿

³ñï³·Í»É ¨ Ý»ñ·Í»É ëý»ñ³, ÁÝ¹ áñáõÙ ¹ñ³Ýó Ï»ÝïñáÝÝ»ñÁ ·ïÝíáõÙ »Ý

µáõñ·Ç µ³ñÓñáõÃÛáõÝÝ ÁÝ¹·ñÏáÕ áõÕÕÇ íñ³£
¸Ç ïá Õáõ ÃÛáõÝ:¸Ç ïá Õáõ ÃÛáõÝ: Ü»ñ·Í Û³É ¨ ³ñ ï³·Í Û³É ëý»ñ³ÛÇ Ñ³ë Ï³ óáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ

Ï³ ñáÕ »Ý í» ñ³ µ»ñ »É Ý³¨ Ïá ÝÇÝ, Ñ³ï³Í ÏáÝÇÝ áõ ·É³ ÝÇÝ: 
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êý» ñ³Ý Ïáã íáõÙ ¿ Ïá ÝÇÝ, Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇÝ Ï³Ù ·É³ ÝÇÝ Ý»ñ·Í í³Í, »Ã» ³ÛÝ

ßáß ³ ÷áõÙ ¿ Ýñ³Ýó ÑÇÙ ù» ñÁ ¨ Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ ÍÝáñ ¹Á£ Îá ÝÁ (Ñ³ ï³Í Ïá ÝÁ,
·É³ ÝÁ) Ý»ñ·Í í³Í ¿ ·Ý ¹³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇÝ, Ýß³ Ý³ ÏáõÙ ¿, áñ Ïá ÝÇ ·³ ·³ÃÝ

ÁÝ Ï³Í ¿ ·Ý ¹³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³, ÇëÏ Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÁ (Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇ, ·É³ ÝÇ

ÑÇÙ ù» ñÁ) ·Ý ¹³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ñ³ ïáõÛÃÝ ¿ (Ñ³ ïáõÛÃ Ý»ñÝ »Ý)£

ò³Ý Ï³ ó³Í ÏáÝ áõ ÝÇ ³ñ ï³·Í Û³É ¨ Ý»ñ·Í Û³É ëý» ñ³ Ý»ñ: ²å³ óáõ ó»Ýù,

ûñÇ Ý³Ï, áñ Ïá ÝÇÝ Ý»ñ· Í³Í ·Ý ¹Ç Ï»Ýï -

ñá ÝÁ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ ¿ Ïá ÝÇ áñ¨¿ ³é³Ýó -

ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇÝ Ý»ñ· Í³Í ßñ ç³ Ý³· ÍÇ

Ï»Ýï ñá ÝÇ Ñ»ï£ 

Æñáù, ¹Ç óáõù K-Ý EAB ³ÝÏ Û³Ý ÏÇ -

ëáñ ¹Ç ¨ Ïá ÝÇ EO µ³ñÓ ñáõ ÃÛ³Ý Ñ³ï -

Ù³Ý Ï»ïÝ ¿ (³Û ëÇÝùÝ Ïá ÝÇ AEB

³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇÝ Ý»ñ· Í³Í ßñ -

ç³ Ý³· ÍÇ Ï»Ýï ñá ÝÁ)£ î³ Ý»Ýù Ïá ÝÇ

áñ¨¿ EC ÍÝáñ¹ ¨ óáõÛó ï³Ýù, áñ K Ï» ïÁ

Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é ¿ AE ¨ EC ÍÝáñ¹ Ý» ñÇó£

ø³ ÝÇ áñ ∆AEO = ∆EOC, áñ å»ë ÁÝ¹ Ñ³ -

Ýáõñ EO ¿ç ¨ Ñ³ í³ ë³ñ Ý»ñù Ý³ ÓÇ· Ý»ñª

AE = EC áõ Ý» óáÕ áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ »é³ÝÏ -

ÛáõÝ Ý»ñ, ³å³ ∠AEO = ∠OEC£ àõë ïÇ

∆MKE = ∆EKN, áñ å»ë Ñ³ í³ ë³ñ ³ÝÏ -

ÛáõÝ Ý»ñ ¨ ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ EK Ý»ñù Ý³ ·ÇÍ

áõÝ» óáÕ áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ »é³ÝÏ ÛáõÝ Ý»ñ,

áõë ïÇ  MK = KN ∇ (ÝÏ. 27)£
ºÃ» ï³ Ý»Ýù Ïá ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ, ³ÛÝ ÏÑ³ ïÇ ³ñ ï³·Í Û³É ¨

Ý»ñ·Í Û³É ëý» ñ³ Ý» ñÁ ³Û¹ ëý» ñ³ Ý» ñÇ Ù»Í ßñ ç³ Ý³· Í» ñáí, ÁÝ¹ áñáõÙ ëï³ó -

í³Í ßñ ç³ Ý³· Í» ñÁ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ ÏÉÇ Ý»Ý Ïá ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ -

ïáõÛ ÃÁ Ñ³Ý ¹Ç ë³ óáÕ »é³ÝÏ Û³Ý ³ñ ï³·Í Û³É Ï³Ù Ý»ñ·Í Û³É ßñ ç³ Ý³· Í» ñÁ:

¶É³ ÝÁ, ÇÝã å»ë ¨ Ïá ÝÁ, ÙÇßï áõ ÝÇ ³ñ ï³·Í Û³É ëý» ñ³, ÁÝ¹ áñáõÙ »Ã» ï³ -

Ý»Ýù ·É³ ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ, ³ÛÝ ÏÑ³ ïÇ ³ñ ï³·Í Û³É ëý» ñ³Ý Ýñ³

Ù»Í ßñ ç³ Ý³· Íáí, áñÁ ÏÑ³Ý ¹Ç ë³ Ý³ ·É³ ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛÃ Ñ³Ý ¹Ç ë³ -

óáÕ áõÕ Õ³ÝÏ Û³Ý ³ñ ï³· Í³Í ßñ ç³ Ý³ ·Ç ÍÁ£ ê³ Ï³ÛÝ Ç ï³ñ µ» ñáõ ÃÛáõÝ Ïá ÝÇ,

·É³ ÝÇÝ ¨ Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇÝ áã ÙÇßï ¿ ÑÝ³ ñ³ íáñ Ý»ñ·Í»É ëý» ñ³: êý» ñ³Ý ÑÝ³ -

ñ³ íáñ ¿ Ý»ñ· Í»É ÙÇ ³ÛÝ ³ÛÝ ·É³Ý Ý» ñÇÝ, áñáÝó ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ ù³ -

é³ Ïáõ ëÇ ¿ ¨ ³ÛÝ Ñ³ ï³Í Ïá Ý» ñÇÝ, áñáÝó ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛÃ Ñ³Ý ¹Ç ë³ -

óáÕ ë» Õ³ ÝÇ Ñ³Ý ¹Ç å³ Ï³ó Ïá ÕÙ» ñÇ ·áõ Ù³ñ Ý» ñÁ Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý£ ÀÝ¹

áñáõÙ ³Û¹ ëý» ñ³ Ý» ñÇ Ù»Í ßñ ç³ Ý³· Í» ñÁ ÏÑ³Ý ¹Ç ë³ Ý³Ý ·É³ ÝÇ ¨ Ñ³ ï³Í Ïá -

ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛÃ Ý» ñÇÝ Ý»ñ·Í í³Í ßñ ç³ Ý³· Í» ñÁ (³å³ óáõ ó»ù ÇÝù -

Ýáõ ñáõÛÝ)£

î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ÑÝ³ ñ³ íáñ »Ý µ³½ Ù³ ÝÇë ï» ñÇ ¨ ³ÛÉ åï ï³ Ï³Ý Ù³ñ -
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ÊÝ ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ç³¹ñ³ÝùÝ»ñ, Ñ³ñ ó»ñÊÝ ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ç³¹ñ³ÝùÝ»ñ, Ñ³ñ ó»ñ

1. (Ï) ¶ï»ù a Ïá Õáí Ï³ Ýá Ý³ íáñ ù³ é³ ÝÇë ïÇ ³ñ ï³·Í Û³É ¨ Ý»ñ·Í Û³É

ëý»ñ³ Ý» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁ:
2. (Ï) ¶ï»ù R ß³ é³í Õáí ëý»ñ³ÛÇÝ Ý»ñ· Í³Í Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Ç Ïá ÕÇ »ñ Ï³ ñáõ -

ÃÛáõ ÝÁ:

3. (Ï) ²å³ óáõ ó»ù, áñ »Ã» ½áõ ·³ Ñ» é³ ÝÇë ïÇÝ ÑÝ³ ñ³ íáñ ¿ ³ñ ï³· Í»É

ëý»ñ³, ³å³ ¹³ áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ ½áõ ·³ Ñ» é³ ÝÇëï ¿:

4. (Ï) îñ í³Í ¿ a ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÇ ¨ b ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ïá ÕÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñáí Ï³ -

Ýá Ý³ íáñ µáõñ·: ¶ï»ùª

³) ³ñ ï³·Í Û³É ëý»ñ³ÛÇ,

µ) Ý»ñ·Í Û³É ëý»ñ³ÛÇ,

·) µáõñ ·Ç µá Éáñ Ïá Õ» ñÁ ßáß ³ ÷áÕ ëý»ñ³ÛÇ,

¹) ÑÇÙ ùÇ Ïá Õ» ñÁ ¨ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ïá Õ» ñÇ ß³ ñáõ Ý³ Ïáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ ßáß ³ ÷áÕ

ëý»ñ³ÛÇ,

») µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÁ ¨ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ïá Õ» ñÁ ßáß ³ ÷áÕ ëý»ñ³ÛÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÇ

»ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ: 

Úáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ Ï» ïÇ ËÝ ¹Ç ñÁ Éáõ Í»ù` 1) ù³ é³ÝÏ ÛáõÝ,  2) »é³ÝÏ ÛáõÝ, 3) í» -

ó³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç Ñ³ Ù³ñ: 
5. (Ï) ¶ï»ù r ÑÇÙ ùÇ ß³ é³í Õáí ¨ h µ³ñÓ ñáõ ÃÛ³Ùµ Ïá ÝÇ ³ñ ï³·Í Û³É ¨

Ý»ñ·Í Û³É ëý»ñ³ Ý» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁ:

6. ¶Ý ¹ÇÝ ³ñ ï³· Í»É »Ý ·É³Ý ¨ ÏáÝ, áñÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÁ áõÕ Õ³ÝÏ -

ÛáõÝ »é³ÝÏ ÛáõÝ ¿: ¶ï»ù ·É³ ÝÇ ¨ Ïá ÝÇ ÍÝáñ¹ Ý» ñÇ Ñ³ ñ³ µ» ñáõ ÃÛáõ ÝÁ: 

7. (Ï) ¶ï»ù a ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ Ùáí ¨ h µ³ñÓ ñáõ ÃÛ³Ùµ Ï³ Ýá Ý³ íáñ n-³ÝÏ ÛáõÝ

åñÇ½ Ù³ ÛÇ ³ñ ï³·Í Û³É ëý»ñ³ÛÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ: 
8. (Ï) Î³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ åñÇ½ Ù³ ÛÇ ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ -

í³ ë³ñ ¿ 1: ¶ï»ù åñÇ½ Ù³ ÛÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ïá ÕÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, »Ã» Ñ³Ûï ÝÇ ¿,

áñ Ýñ³Ý ÑÝ³ ñ³ íáñ ¿ Ý»ñ· Í»É ·áõÝ¹:  

9. (¹) îñ í³Í ¿ ³ñ ï³·Í Û³É åñÇ½ Ù³: ¶ï»ù Ýñ³ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ

Ù³ Ï» ñ» ëÁ, »Ã» ÑÇÙ ùÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ S:    
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ÙÇÝ Ý» ñÇ Ñ³ Ù³Ï óáõÙ Ý» ñ£ ²Ûë å»ëª Ïá ÝÇÝ Ý»ñ·Í í³Í ¿ µáõñ· - Ýß³ Ý³ ÏáõÙ ¿, áñ

µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ µ³½ Ù³ÝÏ Ûáõ ÝÁ Ý»ñ·Í í³Í ¿ Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ ßñ ç³ Ý³· ÍÇÝ, ÇëÏ µáõñ -

·Ç ·³ ·³ ÃÁ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ ¿ Ïá ÝÇ ·³ ·³ ÃÇ Ñ»ï£ ´áõñ ·ÇÝ Ý»ñ·Í í³Í ¿ ÏáÝª Ýß³ -

Ý³ ÏáõÙ ¿, áñ µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ µ³½ Ù³ÝÏ Ûáõ ÝÝ ³ñ ï³·Í í³Í ¿ Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ ßñ ç³ -

Ý³· ÍÇÝ, ÇëÏ ·³ ·³ ÃÁ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ ¿ Ïá ÝÇ ·³ ·³ ÃÇ Ñ»ï£ äñÇ½ Ù³Ý Ïáã íáõÙ ¿
·É³ ÝÇÝ Ý»ñ· Íí³Í, »Ã» Ýñ³ ÑÇÙ ù»ñÁ Ý»ñ· Íí³Í »Ý ·É³ ÝÇ ÑÇÙ ù»ñÇÝ£ äñÇ½ -
Ù³Ý Ïáã íáõÙ ¿ ·É³ ÝÇÝ ³ñ ï³·Í í³Í, »Ã» Ýñ³ ÑÇÙ ù»ñÁ ³ñ ï³·Í í³Í »Ý ·É³ -

ÝÇ ÑÇÙ ù»ñÇÝ£



10. (¹) Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ÙÇ ³ íáñ ëý»ñ³ÛÇ Ï»Ýï ñá ÝÇó Ñ³ í³ -

ë³ñ ¿ a: Êáñ³ Ý³ñ ¹Ç ÙÇ ÝÇë ïÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³, ÇëÏ Ñ³Ý ¹Ç -

å³ Ï³ó ÝÇë ïÇ ·³ ·³Ã Ý» ñÁ` ÙÇ ³ íáñ ëý»ñ³ÛÇ íñ³: ÆÝ ãÇ± ¿ Ñ³ í³ ë³ñ Ëá ñ³ -

Ý³ñ ¹Ç Ïá ÕÁ: 
11. (Ï) îñ í³Í ¿ Ý»ñ·Í Û³É åñÇ½ Ù³: ²å³ óáõ ó»ù, áñ Ýñ³ ÑÇÙ ùÁ Ý»ñ·Í Û³É

µ³½ Ù³ÝÏ ÛáõÝ ¿: ¶ï»ù ÑÇÙ ùÇ ³ñ ï³·Í Û³É ßñ ç³ Ý³· ÍÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ, »Ã» åñÇ½ -

Ù³ ÛÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ h ¿, ÇëÏ Ýñ³Ý ³ñ ï³· Í³Í ëý»ñ³ÛÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ` R:
12. (Ï) ´áõñ ·Ç ÑÇÙ ùÁ Ý»ñ·Í Û³É µ³½ Ù³ÝÏ ÛáõÝ ¿: ²å³ óáõ ó»ù, áñ ³Û¹ µáõñ -

·ÇÝ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ³ñ ï³· Í»É ëý»ñ³: ¶ï»ù ³Û¹ ëý»ñ³ÛÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ, »Ã» µáõñ ·Ç

ÑÇÙ ùÇÝ ³ñ ï³· Í³Í ßñ ç³ Ý³· ÍÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ r, µáõñ·Ç µ³ñÓ ñáõ -

ÃÛáõ ÝÁ` h, ÇëÏ µ³ñÓ ñáõ ÃÛ³Ý ÑÇÙ ùÁ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ ¿ µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ ·³ ·³ ÃÇ Ñ»ï: 

13. ABCD »é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·ÇÝ AB Ïá ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ a, ÇëÏ ACB ¨ ADB ³ÝÏ -

ÛáõÝ Ý»ñÝ áõ ÕÇÕ »Ý: ¶ï»ù ³Û¹  µáõñ ·ÇÝ ³ñ ï³· Í³Í ëý»ñ³ÛÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ:
14. R ß³ é³í Õáí ëý»ñ³ÛÇ Ï»Ýï ñá Ýáí ï³ñ í³Í »Ý »ñ»ù` ½áõÛ· ³é ½áõÛ·

÷á ËáõÕ Õ³ Ñ³Û³ó Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý»ñ:  ¶ï»ù ³ÛÝ ëý»ñ³ÛÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ, áñÁ

ßáß³ ÷áõÙ ¿ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ ¨ ïñ í³Í ëý»ñ³Ý:

15. Îá ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛÃÝ a ÏáÕ Ùáí Ï³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ ¿: Îá ÝÇ

³é³Ýó ùáí ï³ñ í³Í »Ý »ñ Ïáõ ÷á ËáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý»ñ, áñáÝù µ³ Å³ -

ÝáõÙ »Ý Ïá ÝÁ ãáñë Ù³ ëÇ: ¶ï»ù ³Û¹ Ù³ ë» ñÇó Ù» ÏÇÝ Ý»ñ· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ:
16. ØÇ ³ íáñ Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Ç Ý»ñ ëáõÙ ·ïÝ íáõÙ »Ý áõÃ Ñ³ í³ ë³ñ ·Ý ¹»ñ: Úáõ -

ñ³ ù³Ýã Ûáõñ ·áõÝ¹ Ý»ñ·Í Û³É ¿ Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Ç ·³ ·³Ã Ý» ñÇó Ù» ÏÇÝ ÏÇó »é³ -

ÝÇëï ³ÝÏ Û³ ÝÁ ¨ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ »ñ»ù Ñ³ñ¨³Ý ·³ ·³Ã Ý» ñÇÝ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ -

ÝáÕ ·Ý ¹» ñÇÝ: ¶ï»ù ³Û¹ ·Ý ¹» ñÇ ß³ é³ íÇ ÕÝ»ñÁ:
17. (Ï)  R ß³ é³í Õáí ãáñë ·Ý ¹»ñ ½áõÛ· ³é ½áõÛ· ßáß ³ ÷áõÙ »Ý ÙÇÙ Û³Ýó:

¶ï»ù Ýñ³Ýó µá Éá ñÇÝ ßáß ³ ÷áÕ ëý»ñ³ÛÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ:

18. ºñ Ïáõ ·Ý ¹»ñ ßáß ³ ÷áõÙ »Ý ÙÇÙ Û³Ýó ¨ ³ÛÝ åÇ ëÇ »é³ ÝÇëï ³ÝÏ Û³Ý ÝÇë -

ï» ñÁ, áñÇ µá Éáñ Ñ³ñÃ ³ÝÏ ÛáõÝ Ý»ñÝ áõ ÕÇÕ »Ý: ¶ï»ù ³Û¹ ·Ý ¹» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» -

ñÇ Ñ³ ñ³ µ» ñáõ ÃÛáõ ÝÁ: 
19. (û) ²å³ óáõ ó»ù, áñ »Ã» ù³ é³ ÝÇëï ³ÝÏ Û³ ÝÁ ÑÝ³ ñ³ íáñ ¿ Ý»ñ· Í»É

·áõÝ¹, ³å³ Ýñ³ Ñ³ Ï³ ¹Çñ Ñ³ñÃ ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÇ ·áõ Ù³ñ Ý» ñÁ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý:

²å³ óáõ ó»ù, áñ ×Çßï ¿ Ý³¨ Ñ³ Ï³ ¹³ñÓ åÝ ¹áõ ÙÁ. »Ã» ù³ é³ ÝÇëï ³ÝÏ Û³Ý

Ñ³ Ï³ ¹Çñ Ñ³ñÃ ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÇ ·áõ Ù³ñ Ý» ñÁ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý, ³å³ Ýñ³Ý ÑÝ³ ñ³ -

íáñ ¿ Ý»ñ· Í»É ·áõÝ¹: 

20. (û) îñ í³Í ¿ QABC »é³ ÝÇëï ³ÝÏ ÛáõÝ, áñáõÙ ∠BQC = α, ∠CQA = β,

∠AQB = γ: Üñ³Ý Ý»ñ·Í Û³É ·áõÝ ¹Á BQC ÝÇë ïÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ K Ï» ïáõÙ: ¶ï»ù

KQB ³ÝÏ Û³Ý Ù» Íáõ ÃÛáõ ÝÁ:
21. (¹) ABC »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ Ý»ñ· Í³Í ¿ S ·³ ·³ Ãáí Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇÝ:  SABC »é³ -

ÝÇëï ³ÝÏ Û³Ý SA, SB, SC Ïá Õ» ñáí »ñÏ ÝÇëï ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÁ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ -

Ý³ µ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý x, y ¨ z: ¶ï»ù SAB  ¨ SAO Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñáí Ï³½ Ù³Í

³ÝÏ Ûáõ ÝÁ, »Ã» SO-Ý ïñ í³Í Ïá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõÝÝ ¿:
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22. (¹) O ·³ ·³ Ãáí ¨ OA, OB, OC, OD Ïá Õ» ñáí OABCD ù³ é³ ÝÇëï ³ÝÏ Ûáõ -

ÝÁ OAC Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ùµ µ³ Å³Ý í³Í ¿ »ñ Ïáõ Ù³ ëÇ: Úáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ ëï³ó í³Í

Ù³ ëÇÝ Ý»ñ·Í í³Í ¿ ·áõÝ¹: ²Û¹ ·Ý ¹» ñÁ ßáß ³ ÷áõÙ »Ý OAC Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ K ¨ M

Ï» ï» ñáõÙ: ¶ï»ù KOM ³ÝÏ Û³Ý Ù» Íáõ ÃÛáõ ÝÁ, »Ã» ∠BOA = α,  ∠DOA = β,

∠BOC = ∠COD:  
23. (û) ²å³ óáõ ó»ù, áñ Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý ù³ é³ ÝÇë ïÇ Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ ÝÇë ïÇ

ÙÇç Ý³· Í» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ ëý»ñ³ÛÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ  »ñ»ù ³Ý ·³Ù

÷áùñ ¿ ³Û¹ ù³ é³ ÝÇë ïÇÝ ³ñ ï³· Í³Í ëý»ñ³ÛÇ ß³ é³í ÕÇó: ú· ï³ ·áñ Í» Éáí

³Û¹ ÷³ë ïÁ, ³å³ óáõ ó»ù, áñ Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý ù³ é³ ÝÇë ïÇ Ñ³ Ù³ñ ï» ÕÇ áõÝÇ

R ≥ 3r ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñ ï»Õ R-Á ¨ r-Á Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ ù³ -

é³ ÝÇë ïÇÝ ³ñ ï³· Í³Í ¨ Ý»ñ· Í³Í ·Ý ¹» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý»ñÝ »Ý: 
24. (¹) Î³ Ýá Ý³ íáñ ù³ é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ïá ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ l-Ç,

ÇëÏ ·³ ·³ ÃÇÝ ÏÇó Ñ³ñÃ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ α: ¶ï»ù ³Û¹ µáõñ ·Ç ³ñ -

ï³·Í Û³É ëý»ñ³ÛÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ:

Èñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñÈñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñ

1. 1) àõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ ½áõ ·³ Ñ» é³ ÝÇë ïÇ Ïá Õ»ñÝ »Ý 4 ëÙ, 6 ëÙ ¨ 12 ëÙ£ ¶ï Ý»É

Ýñ³Ý ³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£

2) Î³ Ýá Ý³ íáñ ù³ é³ÝÏ ÛáõÝ åñÇ½ Ù³ ÛÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 2

ëÙ -Ç, ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÁª 4 ëÙ -Ç£ ¶ï Ý»É ³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£
2. ¶Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 9 ¹Ù -Ç£ Üñ³ Ù»ç Ý»ñ· Í³Í ¿ Ï³ Ýá Ý³ íáñ

ù³ é³ÝÏ ÛáõÝ åñÇ½ Ù³, áñÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 14 ¹Ù -Ç£ ¶ï Ý»É åñÇ½ -

Ù³ ÛÇ ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÁ£
3. Î³ Ýá Ý³ íáñ í» ó³ÝÏ ÛáõÝ åñÇ½ Ù³ ÛÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ 8 Ù ¿, ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ

ÝÇë ïÇ ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ·Ç ÍÁª 13 Ù£ ¶ï Ý»É ³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£ 
4. R ß³ é³ íÇÕÝ áõ Ý» óáÕ ·Ý ¹Ç ßáõñ çÁ ³ñ ï³· Í³Í ¿ Ï³ Ýá Ý³ íáñ í» ó³ÝÏ -

ÛáõÝ åñÇ½ Ù³£ àñáß »É åñÇ½Ù³ÛÇ ÉñÇí Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ£ 
5. Î³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ åñÇ½ Ù³ ÛÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ïá ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 2 Ù-Ç,

ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÁª 3 Ù-Ç£ ¶ï Ý»É ³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ïñ³ Ù³ ·Ç ÍÁ£ 
6. ¶Ý ¹Ç Ù»ç, áñÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 14 ëÙ -Ç, Ý»ñ· Í³Í ¿  ÙÇ Ï³ Ýá Ý³ -

íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ åñÇ½ Ù³, áñÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ ÝÇë ïÇ ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ·Ç ÍÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿

26 ëÙ -Ç£ ¶ï Ý»É åñÇ½ Ù³ ÛÇ ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÁ£
7. àõ ÕÇÕ åñÇ½ Ù³ ÛÇ Ñ³ Ù³ñ áñ å»ë ÑÇÙù Í³ é³ ÛáõÙ ¿ ÙÇ »é³ÝÏ ÛáõÝ, áñÇ

ÏáÕ Ù»ñÝ »Ý 6 ëÙ, 8 ëÙ ¨ 10 ëÙ£ äñÇ½ Ù³ ÛÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 24 ëÙ -Ç£

¶ï Ý»É ³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£
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8. ÆÝã å»±ë »Ý Ñ³ ñ³ µ» ñáõÙ »ñ»ù ·Ý ¹» ñÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃ Ý» ñÇ Ù³Ï»ñ»ëÝ»ñÁ,

»Ã» ³é³ çÇ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Ç ÝÇë ï» ñÁ, »ñÏ ñáñ ¹Á

ßáß³÷áõÙ ¿ Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Ç Ïá Õ» ñÁ, ÇëÏ »ñ ñáñ¹Ý ³Ýó ÝáõÙ ¿ Ýñ³ ·³ ·³Ã Ý» ñáí£ 
9. ¶Ý ¹Ç ßáõñçÝ ³ñ ï³·Í í³Í ¿ Ï³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ åñÇ½ Ù³, ÇëÏ åñÇ½ -

Ù³ ÛÇ ßáõñ çÁª ·áõÝ¹£ ¶ï Ý»É ³Û¹ ·Ý ¹» ñÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃ Ý» ñÇ Ù³Ï»ñ»ëÝ»ñÇ Ñ³ ñ³ -

µ» ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£ 
10. Î³ Ýá Ý³ íáñ ù³ é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ h-Ç, ÏáÕÙ -

Ý³ ÛÇÝ Ïá ÕÁª b-Ç£ ¶ï Ý»É ³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£ 
11. Î³ Ýá Ý³ íáñ ù³ é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 4 Ù-Ç, µ³ñÓ -

ñáõ ÃÛáõ ÝÁª ÝáõÛÝ å»ë 4 Ù-Ç£ ¶ï Ý»É ³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£ 
12. 1) Î³ Ýá Ý³ íáñ ï»ï ñ³ »¹ ñÇ a Ïá ÕÇ ÙÇ çá óáí  áñáß »É Ý»ñ· Í³Í ¨ ³ñ -

ï³· Í³Í ·Ý ¹» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁ£ 

2) ÆÝã å»±ë »Ý Ñ³ ñ³ µ» ñáõÙ »ñ»ù ·Ý ¹» ñÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃ Ý» ñÇ Ù³ Ï» ñ»ë Ý» -

ñÁ, »Ã» ³é³ çÇ ÝÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ Ï³ Ýá Ý³ íáñ ï»ï ñ³ »¹ ñÇ ÝÇë -

ï» ñÁ, »ñÏ ñáñ ¹Á ßáß ³ ÷áõÙ ¿ Ýñ³ Ïá Õ» ñÁ, ÇëÏ »ñ ñáñ¹Ý ³Ýó ÝáõÙ ¿ Ýñ³ ·³ -

·³Ã Ý» ñáí£ 
13. Î³ Ýá Ý³ íáñ ûÏ ï³ »¹ ñÇ a ÏáÕÇ ÙÇ çá óáí áñáß »É Ýñ³Ý Ý»ñ· Í³Í ¨ ³ñ -

ï³· Í³Í ·Ý ¹» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁ£
14. 1) àñáß »É Ï³ Ýá Ý³ íáñ µáõñ ·ÇÝ Ý»ñ· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ, »Ã» µáõñ ·Ç

µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ h-Ç, ÇëÏ ÑÇÙ ùÇ »ñÏ ÝÇëï ³ÝÏ Ûáõ ÝÁª 60°-Ç£ 

2) ÜáõÛÝ åÇ ëÇ ËÝ ¹Çñ, »ñµ ÑÇÙ ùÇ »ñÏ ÝÇëï ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ 45° ¿£ 
15. îí Û³É µáõñ ·Ç µá Éáñ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ïá Õ» ñÁ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý 9 ëÙ -Ç, ÇëÏ Ýñ³

µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁª 5 ëÙ -Ç£ àñáß »É ³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£ 
16. Î³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿  h-Ç£ ÎáÕÙ -

Ý³ ÛÇÝ Ïá Õ» ñÁ ÷á ËáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó »Ý£ ¶ï Ý»É ³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£ 
17. Î³ Ýá Ý³ íáñ µáõñ ·Ç Ù»ç µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ H-Ç, ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ -

íÇ ÕÁª R-Ç£ ´³ñÓ ñáõ ÃÛ³Ý ¨ ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÇ ÇÝã åÇ ëÇ± ³éÝ ãáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ

³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÁ Ï·ïÝ íÇª 1) µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ íñ³, 2) µáõñ ·Ç Ý»ñ ëáõÙ

¨ 3) µáõñ ·Çó ¹áõñë£
18. ´áõñ ·Ç Ñ³ Ù³ñ áñ å»ë ÑÇÙù Í³ é³ ÛáõÙ ¿ ÙÇ Ï³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ, áñÇ

ÏáÕ ÙÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 3 ¹Ù -Ç£ ÎáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ïá Õ» ñÇó Ù» ÏÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 2 ¹Ù -Ç ¨ áõÕ -

Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ ÑÇÙ ùÇÝ£ ¶ï Ý»É ³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£
19. Î³ Ýá Ý³ íáñ ù³ é³ÝÏ ÛáõÝ Ñ³ ï³Í µáõñ·Ç ÑÇÙ ù» ñÇ ÏáÕ Ù»ñÝ »Ý 7 ¹Ù ̈  1 ¹Ù£

ÎáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ïá ÕÁ ÑÇÙ ùÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ã»ù í³Í ¿ 45°-Ç ³ÝÏ Û³Ý ï³Ï£ ¶ï Ý»É ³ñ -

ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£ 
20. Î³ Ýá Ý³ íáñ í» ó³ÝÏ ÛáõÝ Ñ³ ï³Í µáõñ ·Ç ÑÇÙ ù» ñÇ ÏáÕ Ù»ñÝ »Ý 3 Ù ¨ 4 Ù,

µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁª 7 Ù£ ¶ï Ý»É ³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£ 
21. Î³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ Ñ³ ï³Í µáõñ ·Ç µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 17

ëÙ -Ç, ÑÇÙ ù» ñÇ ßáõñçÝ ³ñ ï³· Í³Í ßñ ç³ Ý³· Í» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý»ñÝ »Ý 5 ëÙ ¨ 12

ëÙ£ ¶ï Ý»É ³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£ 
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22. R ß³ é³ íÇÕ áõ Ý» óáÕ ·Ý ¹ÇÝ ³ñ ï³· Í»É »Ý Ï³ Ýá Ý³ íáñ ù³ é³ÝÏ ÛáõÝ Ñ³ -

ï³Í µáõñ·, áñÇ ÑÇÙ ùÇÝ ³éÁÝÃ»ñ »ñÏ ÝÇëï ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 45°-Ç£ àñáß -

»É Ýñ³ ÉñÇí Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ£ 
23. ¶Ý ¹Ç Ù»ç Ý»ñ· Í³Í ¿ ·É³Ý, áñÇ ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ ñ³ µ» ñáõÙ ¿ µ³ñÓ -

ñáõ ÃÛ³ÝÝ ³ÛÝ å»ë, ÇÝã å»ë m £ n£ àñáß »É ³Û¹ ·É³ ÝÇ ÉñÇí Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ

Ù³Ï»ñ»ëÁ, »Ã» ·Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ S-Ç£ 
24. Îá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ h-Ç, ÍÝÇ ãÁª l-Ç£ ¶ï Ý»É ³ñ ï³· Í³Í

·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£ 
25. ¶Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 5 ëÙ -Ç£ ¶Ý ¹Ç Ù»ç Ý»ñ· Í³Í ¿ ÏáÝ, áñ ÑÇÙ -

ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 4 ëÙ -Ç£ ¶ï Ý»É Ïá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£ 

26. Îá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ 8 Ù ¿, ÍÝÇ ãÁª 10 Ù£ ¶ï Ý»É Ý»ñ· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£
27. r ß³ é³ íÕáí ·Ý ¹ÇÝ ³ñ ï³· Í³Í ¿ ÏáÝ, áñÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ

Ù³Ï»ñ»ëÁ Ñ³ ñ³ µ» ñáõÙ ¿ ·Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÇÝ ÇÝã å»ë 3 £ 2£ àñáß -

»É ÏáÝÇ ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ£

28. Îá ÝÇÝ, áñÇ ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ r-Ç, ÇëÏ ÍÝÇ ãÁª l-Ç, Ý»ñ· Í³Í

¿ ·áõÝ¹£ àñáß »É ³ÛÝ ·ÍÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñáí ·Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿

Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇÝ£
29. ¶Ý ¹ÇÝ, áñÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ r-Ç, ³ñ ï³· Í³Í ¿ ÙÇ ÏáÝ, áñÇ ÍÝáñ¹ Ý» -

ñáí Ï³½Ù í³Í ³Ù» Ý³ Ù»Í ³ÝÏ ÛáõÝÝ áõ ÕÇÕ ¿£ àñáß »É Ïá ÝÇ ÉñÇí Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ

Ù³Ï»ñ»ëÁ£ 

30. Îá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 20 ëÙ -Ç, ÍÝáñ¹Áª 25 ëÙ -Ç£  ¶ï Ý»É

Ý»ñ· Í³Í ³ÛÝ ÏÇ ë³·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ, áñÇ ÑÇÙ ùÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ íñ³,

ÇëÏ Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÁ ßáß³÷áõÙ ¿ ÏáÝÇ ÏáÕÙÝ³ÛÇÝ Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÁ£ 
31. Îá ÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 9 ëÙ -Ç, ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁª 12 ëÙ -Ç£ ¶ï -

Ý»É Ïá ÝÇÝ Ý»ñ· Í³Í ³ÛÝ ë»· Ù»Ý ïÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñÁ Ïá ÝÇ Ñ»ï áõ ÝÇ ÁÝ¹ Ñ³ -

Ýáõñ ÑÇÙù, ÇëÏ ë»· Ù»Ý ïÇ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÁ ßáß ³÷ áõÙ ¿ Ïá ÝÇ µá Éáñ ÍÝáñ¹ Ý» ñÇÝ£ 
32. Ð³ ï³Í Ïá ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý»ñÝ »Ý 3Ù ¨ 4 Ù, µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁª 7 Ù£

¶ï Ý»É ³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£ 
33. ¶Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ 10 ëÙ ¿£ Üñ³ Ù»ç Ý»ñ· Í³Í ¿ Ñ³ ï³Í ÏáÝ, áñÇ ÑÇÙ -

ù»ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý»ñÝ »Ý 6 ëÙ ¨ 8 ëÙ£ ¶ï Ý»É Ñ³ï³Í ÏáÝÇ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ (»ñ -

Ïáõ  ¹»åù)£ 
34. ¶Ý ¹Ç ßáõñçÝ ³ñ ï³· Í³Í ¿ ÙÇ Ñ³ ï³Í ÏáÝ, áñÇ ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý»ñÝ

»Ý r ¨ R£ ¶ï Ý»É ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£ 
35. ¶Ý ¹Ç ßáõñçÝ ³ñ ï³· Í³Í ¿ ÙÇ Ñ³ ï³Í ÏáÝ, áñÇ ÍÝÇ ãÁ ÑÇÙ ùÇ Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛ³Ý Ñ»ï Ï³½ ÙáõÙ ¿ 45°-Ç ³ÝÏ ÛáõÝ£ ²å³ óáõ ó»É, áñ Ýñ³ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ -

Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ »ñ Ïáõ ³Ý ·³Ù Ù»Í ¿ ·Ý ¹Ç Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÇó£ 
36. àñáß »É ·Ý ¹Ç ßáõñçÝ ³ñ ï³· Í³Í Ñ³ ï³Í Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃÇ

Ù³Ï»ñ»ëÁ, »Ã» Ýñ³ ÍÝáñ¹Á 13 ëÙ ¿, ÇëÏ ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁª 6 ëÙ£

37. ¶Ý ¹³ ÛÇÝ ë»Ï ïá ñÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ R ¿, ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ  Ñ³ ïáõÛ ÃÇ ³Õ» ÕÁ 60°£

¶ï Ý»É ë»Ï ïá ñÇÝ Ý»ñ· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ ¨ ³ÛÝ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ -

ÝÁ, áñáí Ýñ³Ýù ßáß ³÷ íáõÙ »Ý£ 
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38. ¶Ý ¹³ ÛÇÝ ë»Ï ïá ñÇ Ù»ç Ý»ñ·Í í³Í »Ý »ñ Ïáõ ÷á Ë³ ¹³ñ Ó³ µ³ñ Çñ³ñ

ßáß ³ ÷áÕ ·Ý ¹»ñ, áñáÝó ß³ é³ íÇÕ Ý»ñÝ »Ý 1 ¹Ù ¨ 3 ¹Ù£ ¶ï Ý»É ïí Û³É ë»Ï ïá ñÇ

ß³ é³ íÇ ÕÁ£
39. ºñ Ïáõ Ñ³ í³ ë³ñ ·É³Ý Ý» ñÇ ³é³Ýóù Ý» ñÁ Ë³ã íáÕ »Ý ¨ å³ï Ï³ ÝáõÙ »Ý

ÙÇ ³ íáñ Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Ç »ñ Ïáõ Ñ³ Ï³ ¹Çñ ÝÇë ï» ñÇÝ£ ²Û¹ ·É³Ý Ý» ñÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ

Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃ Ý» ñÁ ÙÇÙ Û³Ýó ßáß ³ ÷áõÙ »Ý£ ¶ï»ù ïí³Í ·É³Ý Ý» ñÇ ÑÇÙ ù» ñÇ ß³ -

é³ íÇÕ Ý» ñÁ£
40. Î³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 1£ ²Û¹ µáõñ ·ÇÝ

³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç Ï»Ýï ñá ÝÁ µáõñ ·Ç µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ µ³ Å³ ÝáõÙ ¿ 1 £ 2 Ñ³ ñ³ µ» -

ñáõ ÃÛ³Ùµ Ñ³ßí³Í µáõñ·Ç ÑÇÙùÇ Ï»ÝïñáÝÇó£ ¶ï»ù ³Û¹ ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£

41. Î³ Ýá Ý³ íáñ µáõñ ·ÇÝ Ý»ñ· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ 3 ³Ý ·³Ù ÷áùñ ¿ µáõñ -

·Ç µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÇó£ ¶ï»ù µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÇÝ ³éÁÝ Ã»ñ »ñÏ ÝÇëï ³ÝÏ Û³Ý

Ïá ëÇ Ýáõ ëÁ£
42. Î³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 3, ÇëÏ µáõñ ·ÇÝ

³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 2£ ÆÝ ãÇ± ¿ Ñ³ í³ ë³ñ µáõñ ·Ç µ³ñÓ -

ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£
43. Î³ Ýá Ý³ íáñ ù³ é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 4, ÇëÏ µáõñ -

·ÇÝ ³ñ ï³· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 3£ ÆÝ ãÇ± ¿ Ñ³ í³ ë³ñ µáõñ ·Ç

µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£

44. ø³ é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç µá Éáñ Ïá Õ» ñÁ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý 1£ ¶ï Ý»É Ýñ³Ý ³ñ ï³ -

·Í³Í ëý» ñ³ ÛÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ£
45. Î³ Ýá Ý³ íáñ í» ó³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 2£ ´áõñ ·ÇÝ

³ñ ï³· Í³Í ëý» ñ³ ÛÇ Ï»Ýï ñá ÝÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÇó 1

Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý íñ³£ ¶ï»ù ³Û¹ ëý» ñ³ ÛÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ£

46. ø³ é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç µá Éáñ Ïá Õ» ñÁ Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý£ ¶ï»ù ³Û¹ µáõñ -

·ÇÝ ³ñ ï³· Í³Í ¨ Ý»ñ· Í³Í ëý» ñ³ Ý» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÇ Ñ³ ñ³ µ» ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£
47. ´áõñ ·Ç ÑÇÙ ùÁ 1 ÏáÕ Ùáí Ï³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ ¿£ ´áõñ ·Ç µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ

ÝáõÛÝ å»ë Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 1 ¨ ³Ýó ÝáõÙ ¿ ÑÇÙ ùÇ ·³ ·³Ã Ý» ñÇó Ù» Ïáí£ ¶ï»ù ³Û¹

µáõñ ·ÇÝ Ý»ñ· Í³Í ¨ ³ñ ï³· Í³Í ëý» ñ³ Ý» ñÇ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁ£ 

48. Î³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 1, ÇëÏ ÏáÕÙ Ý³ -

ÛÇÝ Ïá ÕÁª 2£ ¸Ç ï³ñ Ï»Ýù µá Éáñ ÑÝ³ ñ³ íáñ ·Ý ¹» ñÁ, áñáÝù ßáß ³÷ íáõÙ »Ý ³Û¹

µáõñ ·Ç ÝÇë ï» ñÁ å³ ñáõ Ý³ ÏáÕ µá Éáñ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇÝ£ ø³ ÝÇ± ³Û¹ åÇ ëÇ

·áõÝ¹ Ï³£ ¶ï»ù ¹ñ³Ýó ß³ é³ íÇÕ Ý» ñÁ£
49. Îá ÝÇ ÍÝáñ ¹Á Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 1, ÇëÏ ÍÝáñ ¹Ç ¨ ÑÇÙ ùÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ï³½ Ù³Í

³ÝÏ Ûáõ ÝÁª α£ ¶ï»ù Ïá ÝÇÝ Ý»ñ· Í³Í ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£ α -Ç Ç±Ýã ³ñ Å» ùÇ ¹»å -

ùáõÙ ³Û¹ ß³ é³ íÇ ÕÁ ÏÉÇ ÝÇ ³Ù» Ý³ Ù» ÍÁ£
50. ¸Ç ï³ñ Ï»Ýù ïí³Í »ñ Ïáõ Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ ¨ ïí³Í  Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ ßáß ³ -

÷áÕ µá Éáñ ÑÝ³ ñ³ íáñ ëý» ñ³ Ý» ñÁ£ ¶ï»ùª ³) ³Û¹ ëý» ñ³ Ý» ñÇ ¨ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý

ßáß ³÷ Ù³Ý Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ; µ) ³Û¹ ëý» ñ³ Ý» ñÇ Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÇ

»ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ£
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51. ¶ï»ù ABCDA1B1C1D1 ÙÇ ³ íáñ Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Ç A ¨ B ·³ ·³Ã Ý» ñáí ¨ CC1

Ïá ÕÇ ÙÇç Ý³ Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ ³ÛÝ ëý» ñ³ ÛÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ, áñÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ A1B1C1D1

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ£
52. PABC Ï³ Ýá Ý³ íáñ µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ a-Ç, ÇëÏ ÏáÕÙ Ý³ -

ÛÇÝ Ïá ÕÁª 2a£ P, B ¨ C Ï» ï» ñÁ ·ïÝ íáõÙ »Ý A ·³ ·³ Ãáí Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ -

Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³£ ¶ï»ù Ïá ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ ·³ ·³ ÃÇ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£

53. Î³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç Ïá Õ» ñÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõÝ Ý»ñÝ ÁÝ ¹áõ ÝáõÙ »Ý

»ñ Ïáõ ³ñ Å»ùª 2 Ï³Ù 4£ ¶ï»ù ³Û¹ µáõñ ·ÇÝ ³ñ ï³· Í³Í ëý» ñ³ ÛÇ ³ÛÝ É³ ñÇ »ñ Ï³ -

ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ µáõñ ·Ç »ñ Ïáõ Ñ³Ý ¹Ç å³ Ï³ó Ïá Õ» ñÇ ÙÇç Ý³ Ï» ï» ñáí£
54. 1, 2 ¨ 5 ß³ é³ íÇÕ Ý» ñáí »ñ»ù ·Ý ¹»ñ ¹³ ë³ íáñ í³Í »Ý ³ÛÝ å»ë, áñ Ýñ³Ý -

óÇó Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõ ñÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ ÙÛáõë »ñ Ïáõ ëÇÝ ¨ ïí³Í »ñ Ïáõ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ -

Ý» ñÇÝ£ ¶ï»ù ÷áùñ ·Ý ¹Ç ³Û¹ »ñ Ïáõ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ Ñ»ï ßáß ³÷ Ù³Ý Ï» ï» -

ñÇÑ»é³íáñáõÃÛáõÝÁ£
55. S ·³ ·³ Ãáí SABC Ï³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ ·Ç ÑÇÙ ùÇ ÏáÕ ÙÁ Ñ³ í³ -

ë³ñ ¿ a, ÇëÏ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ  Ïá ÕÁª a√$2£ êý» ñ³Ý ³Ýó ÝáõÙ ¿ A Ï» ïáí ¨ ßáß ³ ÷áõÙ
¿ SB ¨ SC Ïá Õ» ñÁ Ýñ³Ýó ÙÇç Ý³ Ï» ï» ñáõÙ£ ¶ï Ý»É ³Û¹ ëý» ñ³ ÛÇ ß³ é³ íÇ ÕÁ£

56. î»ï ñ³ »¹ ñÇ Ñ³Ý ¹Ç å³ Ï³ó Ïá Õ» ñÇ ³ñ ï³¹ñ Û³É Ý» ñÁ Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ

»Ý£ ²å³ óáõ ó»ù, áñ ³) ³Û¹ ï»ï ñ³ »¹ ñÇ »ñ Ïáõ ÝÇë ï» ñÇÝ Ý»ñ· Í³Í ßñ ç³ Ý³· -

Í» ñÇ Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÁ ÙÇ ³ó ÝáÕ áõ ÕÇ ÕÁ Ñ³ ïáõÙ ¿ ï»ï ñ³ »¹ ñÇ Ïá Õ» ñÇó Ù» ÏÁ

ÁÝ¹·ñ ÏáÕ áÕ ÕÇÝ (Ï³Ù ½áõ ·³ Ñ»é ¿ ³Û¹ áõÕ ÕÇÝ)£

µ) ²Û¹ ï»ï ñ³ »¹ ñÇ »ñ»ù ·³ ·³Ã Ý» ñáí ³Ýó ÝáÕ ëý» ñ³Ý Ñ³ ïáõÙ ¿ ãáñ -

ñáñ¹ ·³ ·³ ÃÇó ¹áõñë »ÏáÕ »ñ»ù Ïá Õ» ñÁ (Ï³Ù Ýñ³Ýó ß³ ñáõ Ý³ Ïáõ ÃÛáõÝ Ý» -

ñÁ) ³ÛÝ åÇ ëÇ Ï» ï» ñáõÙ, áñáÝù Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ »Ý Ï³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ Û³Ý

·³ ·³Ã Ý»ñ£ 

57. Îá ÝÇ ÑÇÙ ùÁ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ ¿ ·É³ ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÇó Ù» ÏÇ Ñ»ï, ÇëÏ Ïá ÝÇ ·³ ·³ -

ÃÁ ·É³ ÝÇ ÙÛáõë ÑÇÙ ùÇ Ï»Ýï ñáÝÝ ¿£ ¶É³ ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÁ

ù³ ÝÇ± ³Ý ·³Ù ¿ Ù»Í Ïá ÝÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ ïáõÛ ÃÇ Ù³ Ï» ñ» ëÇó£
58. ¶ï»ù ÙÇ ³ íáñ Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Ç »ñ»ù ÝÇë ï» ñÁ ¨ Ýñ³Ý Ý»ñ· Í³Í ·áõÝ ¹Á

ßáß ³ ÷áÕ ·Ý ¹Ç ß³ é³ íÇ ÕÁ£

59. ¶É³ ÝÇÝ Ý»ñ· Í³Í ¿ Ï³ÝáÝ³íáñ í» ó³ÝÏ ÛáõÝ åñÇ½ Ù³£ ¶ï Ý»É ·É³ ÝÇ ¨

åñÇ½ Ù³ ÛÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃ Ý» ñÇ Ù³Ï»ñ»ëÝ»ñÇ Ñ³ ñ³ µ» ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£ 
60. àñáß »É a ÏáÕ áõ Ý» óáÕ Ëá ñ³ Ý³ñ ¹ÇÝ ³ñ ï³· Í³Í ·É³ ÝÇ  ÉñÇí Ù³ -

Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ (Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Ç ·³ ·³Ã Ý» ñÁ ·ïÝ íáõÙ »Ý ·É³ ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÇ

ßñ ç³ Ý³· Í» ñÇ íñ³)£

61. 10 ëÙ ÏáÕ áõ Ý» óáÕ Ï³ Ýá Ý³ íáñ ûÏ ï³ »¹ ñÇÝ ³ñ ï³· Í³Í ¿ ·É³Ý£ úÏ -

ï³ »¹ ñÇ »ñ Ïáõ ·³ ·³Ã Ý» ñÁ ·ïÝ íáõÙ »Ý ·É³ ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÇ Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñáõÙ, ÇëÏ

ÙÝ³ ó³Í ãáñ ëÁª Ýñ³ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³£ ¶ï Ý»É ·É³ ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ

Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ£

40
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62. ÎáÝÇ Ù»ç ïñ í³Í »Ý ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁª  R, ¨ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁª H£ Êá ñ³ -

Ý³ñ ¹Ç ÙÇ ÝÇë ïÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ íñ³, ÇëÏ Ýñ³ Ñ³Ý ¹Ç å³ Ï³ó ÝÇë ïÇ

·³ ·³Ã Ý» ñÁ ·ïÝ íáõÙ »Ý Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³£ ¶ïÝ»É Ëá ñ³ -

Ý³ñ ¹Ç Ïá ÕÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ£
63. Îá ÝÇ Ù»ç ïñ í³Í »Ý ÑÇÙ ùÇ ß³ é³ íÇ ÕÁª R, ¨ µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõ ÝÁª H£ Üñ³ Ù»ç

Ý»ñ· Íí³Í ¿ Ï³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ åñÇ½ Ù³ ³ÛÝ å»ë, áñ Ýñ³ ÙÇ ÑÇÙ ùÁ ·ïÝ -

íáõÙ ¿ Ïá ÝÇ ÑÇÙ ùÇ íñ³, ÇëÏ ÙÛáõë ÑÇÙ ùÇ ·³ ·³Ã Ý» ñÁ ·ïÝ íáõÙ »Ý Ïá ÝÇ ÏáÕÙ -

Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³£ àñáß »É ³Û¹ åñÇ½ Ù³ ÛÇ Ïá ÕÁ, »Ã» Ñ³Ûï ÝÇ ¿, áñ Ýñ³

µá Éáñ ÝÇë ï» ñÁ ù³ é³ Ïáõ ëÇÝ»ñ »Ý£
64. Îá ÝÇÝ, áñÇ ³é³Ýóù³ÛÇÝ Ñ³ïáõÛÃÁ Ï³ÝáÝ³íáñ »é³ÝÏÛáõÝ ¿, Ý»ñ· -

Í³Í ¿ Ï³ Ýá Ý³ íáñ ù³ é³ÝÏ ÛáõÝ µáõñ·£ ÆÝã å»±ë »Ý Ñ³ ñ³ µ» ñáõÙ Ïá ÝÇ ¨ µáõñ -

·Ç ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛÃ Ý» ñÇ Ù³Ï»ñ»ëÝ»ñÁ£
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6.1 ¸»Ï³ñïÛ³Ý Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç6.1 ¸»Ï³ñïÛ³Ý Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç

î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ¹Ç ï³ñ Ï»Ýù O Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ ¨ ½áõÛ· ³é ½áõÛ· Çñ³ñ
÷áËáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó »ñ»ù áõ ÕÇÕ Ý»ñ£ ÎÑ³ Ù³ ñ»Ýù, áñ ³Û¹ áõ ÕÇÕ Ý» ñÇó Ûáõ ñ³ -
ù³Ýã Ûáõ ñÁ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ O ëÏ½µ Ý³ Ï» ïáí ¨ Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ ÙÇ ³ íáñ Ñ³ï -
í³Í Ý» ñáí Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ ³é³Ýóù£ Ð³ Ù³ ñ³ Ï³ É»Ýù ³Û¹ ³é³Ýóù Ý» ñÁ ¨
¹ñ³Ý óÇó ³é³ çÇ ÝÁ ³Ý í³ Ý»Ýù Ox ³é³Ýóù, »ñÏ ñáñ ¹Áª Oy ³é³Ýóù, ÇëÏ »ñ -
ñáñ ¹Áª Oz ³é³Ýóù£ ²Û¹ »ñ»ù ³é³Ýóù Ý» ñÁ »é³ ã³÷ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç Ï³½ -

ÙáõÙ »Ý ¹» Ï³ñï Û³Ý Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ
Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Á£ ²ÛÅÙ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý
ó³Ý Ï³ ó³Í A Ï» ïÇ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ Ñ³ Ù³ -
å³ ï³ë Ë³ Ýáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ¹Ý»É (x; y; z)
Ãí» ñÇ Ï³ñ ·³ íáñ í³Í »é Û³Ï, áñáÝù
Ï³Ý í³ Ý»Ýù A Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý»ñ ¨
Ï· ñ»Ýù ³Ûë å»ëª A(x; y; z)£ ²Ûë ï»Õ x-Á
A Ï» ïÇ ³é³ çÇÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ïÝ ¿ Ï³Ù A
Ï» ïÁ 0x ³é³Ýó ùÇ íñ³ åñá Û»Ï ï» Éáõó
ëï³ó í³Í A1 Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ïÁ Ox

³é³Ýó ùÇ íñ³ (ÝÏ. 28): ÜÙ³ Ý³ å»ë
ë³Ñ Ù³Ý íáõÙ »Ý y ¨ z Ãí» ñÁ£ ºí Ñ³ Ï³ é³ ÏÁª (x; y; z) Ãí» ñÇ ó³Ý Ï³ ó³Í Ï³ñ -
·³ íáñ í³Í »é Û³ ÏÇ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ ÝáõÙ ¿ Ù»Ï Ï»ï£

î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ³Ûë ë³Ñ Ù³ Ýáõ ÙÇó µËáõÙ »Ý
Ñ»ï¨Û³É ³ÏÝ Ñ³Ûï Ñ»ï¨áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ.

³) »Ã» B1 Ï» ïÁ Ñ³ Ù³ ã³÷ ¿ A(x; y; z) Ï» ïÇÝ xOy Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ÝÏ³ï Ù³Ùµ,
³å³ B1 Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ ÏÉÇ Ý»Ý (x; y; −z) Ãí» ñÁ. (ÇÝù Ýáõ ñáõÛÝ ·ñ»ù ÙÛáõë
»ñ Ïáõ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ A Ï» ïÇÝ Ñ³ Ù³ ã³÷ Ï» -
ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ)£

6
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µ) »Ã» B2 Ï» ïÁ Ñ³ Ù³ ã³÷ ¿ A(x; y; z) Ï» ïÇÝ Ox ³é³Ýó ùÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ, ³å³
B2 Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ ÏÉÇ Ý»Ý (x; −y; −z) Ãí» ñÁ. (ÇÝù Ýáõ ñáõÛÝ ·ñ»ù ÙÛáõë »ñ -
Ïáõ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ ³é³Ýóù Ý» ñÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ A Ï» ïÇÝ Ñ³ Ù³ ã³÷ Ï» ï» ñÇ
Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ)£

·) »Ã» B3 Ï» ïÁ Ñ³ Ù³ ã³÷ ¿ A(x; y; z) Ï» ïÇÝ O ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ,
³å³ B3 Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ ÏÉÇ Ý»Ý (−x; −y; −z) Ãí» ñÁ£

6.2 Îááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³6.2 Îááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³

ßñç³Ý³·ÍÇ ¨ áõÕÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁßñç³Ý³·ÍÇ ¨ áõÕÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ

¸Ç ï³ñ Ï»Ýù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Á

(ÝÏ. 29)£ ¸Ç óáõù ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Q Ï»Ýï ñá ÝÁ áõÝÇ (a; b) Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, ÇëÏ R-Á

Ýñ³ ß³ é³ íÇÕÝ ¿£ ºÃ» M(x; y)-Á ßñ ç³ Ý³· ÍÇ

áñ¨¿ Ï»ï ¿, ³å³ Áëï ßñ ç³ Ý³· ÍÇ ë³Ñ Ù³Ý -

Ù³Ý QM = R£ ì»ñ ÑÇß » Éáí Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý »ñ Ïáõ

Ï» ï» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý µ³ Ý³Ó¨Á, ëï³ ÝáõÙ

»Ýùª 

√"(x"−"a")2"+" ("y"−"b$)2 = R Ï³Ù

(x − a)2 + (y − b)2 = R2 (1)

Ð»Ýó ³Ûë Ñ³ í³ ë³ ñáõÙÝ ¿É Ñ³Ý ¹Ç ë³ -
ÝáõÙ ¿ Q (a; b) Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ R ß³ é³í Õáí ßñ -
ç³ Ý³· ÍÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£ Þñ ç³ Ý³· ÍÇ ó³Ý -

Ï³ ó³Í M(x; y) Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ µ³ -

í³ ñ³ ñáõÙ »Ý ³Û¹ Ñ³ í³ ë³ñ Ù³ ÝÁ ¨ Ñ³ Ï³ -

é³ ÏÁª »Ã» áñ¨¿ M(x; y) Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» -

ñÁ µ³ í³ ñ³ ñáõÙ »Ý (1) Ñ³ í³ ë³ñ Ù³ ÝÁ, ³å³ ³Û¹ Ï» ïÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ Ýß í³Í ßñ -

ç³ Ý³· ÍÇ íñ³£ 

ºñ µ»ÙÝ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ ·ñ í³Í ãÇ ÉÇ ÝáõÙ (1) ï»ë ùáí ¨ ³Û¹ áã

ëï³Ý ¹³ñï ·ñ³é Ù³Ý Ù»ç ³ÝÑ ñ³ Å»ßï ¿ §ï»ë Ý»É¦ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£

ú·ï³Ï³ñ ¿ ÑÇß»É, áñ 

x2 + y2 + ax + by + c = 0

ï»ë ùÇ Ñ³ í³ ë³ñ Ù³ ÝÁ µ³ í³ ñ³ ñáÕ Ï» ï» ñÇ µ³½ Ùáõ ÃÛáõ ÝÁ Ï³Ù ßñ ç³ Ý³ ·Ç Í

¿, Ï³Ù Ï»ï, Ï³Ù ¹³ ï³ñÏ µ³½ Ùáõ ÃÛáõÝ£¸³ å³ñ ½» Éáõ Ñ³ Ù³ñ å»ïù ¿ Ñ³ í³ -

ë³ñ Ù³Ý Ó³Ë Ù³ ëáõÙ ³é³ÝÓ Ý³ó Ý»É ÉñÇí ù³ é³ Ïáõ ëÇ Ý»ñ x ¨ y ÷á ÷á Ë³ Ï³Ý -

Ý» ñÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ£ ²Û¹ »Õ³ Ý³ ÏÇÝ ¹áõù Í³ ÝáÃ »ù Ñ³Ý ñ³ Ñ³ß íÇ ¹³ ëÁÝ Ã³ óÇó

ù³ é³ Ïáõ ë³ÛÇÝ »é³Ý ¹³ ÙÁ Ñ» ï³ ½á ï» ÉÇë£ 

úñÇÝ³Ï, x2 + y2 − 4x + 2y = 0 Ñ³í³ë³ñáõÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ó¨³÷áË»É Ñ»ï¨Û³É

Ï»ñåª 

(x2 − 4x + 4) + (y2 + 2y + 1) − 5 = 0, (x − 2)2 + (y + 1)2 = 5£

ÜÏ. 29

43



44

²Ûë åÇ ëáí, ¹Ç ï³ñÏ íáÕ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ Q(2; −1) Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ √$5 ß³ é³í -
Õáí ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ ¿£ 

²ÛÅÙ ¹áõñë µ» ñ»Ýù áõ ÕÇÕ ·ÍÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý
íñ³£

¸Ç ï³ñ Ï»Ýù Ý³Ë ³ÛÝ ¹»å ùÁ, »ñµ áõ ÕÇ ÕÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ

ëÏ½µ Ý³ Ï» ïáí£ ¸Ç óáõù ¹Ç ï³ñÏ íáÕ áõ ÕÇ ÕÁ ³µë óÇë Ý» ñÇ ³é³Ýó ùÇ ¹ñ³ Ï³Ý

áõÕ Õáõ ÃÛ³Ý Ñ»ï Ï³½ ÙáõÙ ¿ α ³ÝÏ ÛáõÝ, ÁÝ¹ áñáõÙ ³Û¹ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ ã³÷ íáõÙ ¿ Å³ -

Ù³ óáõÛ óÇ ëÉ³ ùÇ åïï Ù³Ý Ñ³ Ï³ é³Ï áõÕ Õáõ ÃÛ³Ùµ (ÝÏ. 30)£ ²ÛÝ å»ë áñ α-Ý

÷á ÷áË íáõÙ ¿ 0-Çó ÙÇÝã¨ 180°, ÁÝ¹ áñáõÙ ã»Ýù ¹Ç ï³ñ ÏáõÙ ³ÛÝ ¹»å ùÁ, »ñµ áõ -

ÕÇ ÕÁ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ ³µë óÇë Ý» ñÇ ³é³Ýó ùÇÝ, ³Û ëÇÝùÝ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ ¿ ûñ ¹Ç -

Ý³ï Ý» ñÇ ³é³Ýó ùÇ Ñ»ï£ Üß³ Ý³ Ï»Ýù k = tg α. k-Ý ¹ñ³ Ï³Ý ¿, »ñµ áõ ÕÇ ÕÁ ³Ýó -

ÝáõÙ ¿ I ¨ III ù³ éáñ¹ Ý» ñáí ¨ µ³ ó³ ë³ Ï³Ý ¿ II ¨ IV ù³ éáñ¹ Ý» ñáí ³Ýó ÝáÕ áõÕ -

ÕÇ Ñ³ Ù³ñ£ k ÃÇ íÁ Ïáã íáõÙ ¿ áõÕ ÕÇ ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ÛÇÝ ·áñ Í³ ÏÇó£
¸Çóáõù M (x; y)-Á áõÕÕÇ áñ¨¿ Ï»ï ¿£ Àëï ï³Ý·»ÝëÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ýª 

y
k = tg α = −−, Ï³Ù y = kx

x
êï³ó í³Í ³éÝ ãáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïáí

³Ýó ÝáÕ áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, áñÁ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ã¿ Ox ³é³ÝóùÝ£ ÆëÏ ûñ ¹Ç -

Ý³ï Ý» ñÇ ³é³Ýó ùÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙÝ ¿ª x = 0£

²ÛÅÙ ¹Ç ï³ñ Ï»Ýù Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý l áõ ÕÇÕ, áñÁ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ã¿ ³µë óÇë Ý» ñÇ

³é³Ýó ùÇÝ£ ¸Ç óáõù ³Û¹ áõ ÕÇ ÕÁ Ñ³ ïáõÙ ¿ ûñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ³é³Ýó ùÁ P(0; b) Ï» -

ïáõÙ (ÝÏ. 31)£ Îá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïáí ï³ Ý»Ýù l áõÕ ÕÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é l1

áõ ÕÇ ÕÁ£ ¸Ç ï³ñ Ï»Ýù ÙÇ¨ÝáõÛÝ x ³µë óÇ ëÁ áõ Ý» óáÕ M ¨ M1 »ñ Ïáõ Ï» ï»ñ, áñáÝù

·ïÝ íáõÙ »Ý Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ l ¨ l1 áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ íñ³£ ÆÝã å»ë ³ñ ¹»Ý ·Ç -

ï»Ýù, y1 = kx, áñ ï»Õ k-Ý l áõÕ ÕÇ (ÇÝã å»ë Ý³¨ l1 áõÕ ÕÇ) ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ÛÇÝ ·áñ Í³ -

ÏÇóÝ ¿£ OPMM1-Á ½áõ ·³ Ñ» é³ ·ÇÍ ¿, áõ ëïÇ M Ï» ïÇ ûñ ¹Ç Ý³ ïÁ ëï³ó íáõÙ ¿ M1

Ï» ïÇ ûñ ¹Ç Ý³ ïÇó ³ÛÝ å»ë, ÇÝã å»ë P Ï» ïÇ ûñ ¹Ç Ý³ ïÁ ëï³ó íáõÙ ¿ O Ï» ïÇ

ÜÏ. 30 ÜÏ. 31
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ûñ ¹Ç Ý³ ïÇó, ³Û ëÇÝùÝª b ·áõ Ù³ ñ» Éáí, áõñ»ÙÝ y = y1 + b£ ²Ûë åÇ ëáí, l áõÕ ÕÇ Ñ³ -

í³ ë³ ñáõ ÙÝ áõ ÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ë ùÁª 

y = kx + b

²Û¹ ï»ë ùáí Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ·ñ»É ³µë óÇë Ý» ñÇ ³é³Ýó ùÇÝ áã áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ó³Ý -

Ï³ ó³Í áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£ ÆëÏ »Ã» áõ ÕÇ ÕÁ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ ³µë óÇë Ý» ñÇ

³é³Ýó ùÇÝ, ³å³ Ýñ³ µá Éáñ Ï» ï» ñÁ áõ Ý»Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ ³µë óÇ ëÁ, ³Û ëÇÝùÝ ³Û¹

áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ áõ ÝÇ x = a ï»ë ùÁ£

ºíë Ù»Ï ³Ý ·³Ù ÑÇß »ó Ý»Ýù k ¨ b å³ ñ³ Ù»ï ñ» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ÇÙ³ë ïÁ.

k-Ý áõÕ ÕÇ ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ÛÇÝ ·áñ Í³ ÏÇóÝ ¿, ³Û ëÇÝùÝ áõÕ ÕÇ ¨ ³µë óÇë Ý» ñÇ ³é³Ýó -
ùÇ ¹ñ³ Ï³Ý áõÕ Õáõ ÃÛ³Ý Ï³½ Ù³Í ³ÝÏ Û³Ý ï³Ý ·»Ý ëÁ (³ÝÏ Ûáõ ÝÁ ã³÷ íáõÙ ¿ Å³ -
Ù³ óáõÛ óÇ ëÉ³ ùÇ åïï Ù³Ý Ñ³ Ï³ é³Ï áõÕ Õáõ ÃÛ³Ùµ)£

b-Ý ³Û¹ áõÕ ÕÇ ¨ ûñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ³é³Ýó ùÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ïÇ ûñ ¹Ç Ý³ïÝ ¿£
²Ûë åÇ ëáí, Ï³ ñ» ÉÇ ¿ »½ ñ³ Ï³ó Ý»É, áñ ³é³ -

çÇÝ ³ë ïÇ ×³ ÝÇ ó³Ý Ï³ ó³Í Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ, ³Û -
ëÇÝùÝ

Ax + By + C = 0

ï»ë ùÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ, áñ ï»Õ A-Ý ¨ B-Ý ÙÇ ³ Å³ -
Ù³ Ý³Ï Ñ³ í³ ë³ñ ã»Ý ½ñá ÛÇ, Çñ» ÝÇó Ý»ñ Ï³ -
Û³ó ÝáõÙ ¿ áõ ÕÇÕ ·ÍÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ (ÝÏ. 32)£

ÀÝ¹ áñáõÙ, »Ã» B ≠ 0, ³å³ y-Á ³ñ ï³ Ñ³Û -

ï» Éáí x-áíª ³Û¹ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ µ» ñ»É 

A C
y = − −−−x − −−− Ï³Ù 

B B

y = kx + b ï»ëùÇ, ³ÛëÇÝùÝ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³Ïóáí Ñ³í³ë³ñÙ³Ý£ ºÃ» 

C
B = 0, ëï³ÝáõÙ »Ýù x = − −−−, ³ÛëÇÝùÝ ³µëóÇëÝ»ñÇ ³é³ÝóùÇÝ áõÕÕ³Ñ³Û³ó 

A
C

áõÕÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙ, ÇëÏ »Ã» A = 0, ëï³ÝáõÙ »Ýù y = − −−, ³ÛëÇÝùÝ ûñ ¹Ç Ý³ï -
B

Ý» ñÇ ³é³ÝóùÇÝ áõÕÕ³Ñ³Û³ó áõÕÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙ£

ÜÏ. 32

ÊÝ¹ÇñÝ»ñ, ³é³ç³¹ñ³ÝùÝ»ñ, Ñ³ñó»ñÊÝ¹ÇñÝ»ñ, ³é³ç³¹ñ³ÝùÝ»ñ, Ñ³ñó»ñ

1. (Ï) ¶ñ»ù ßñç³Ý³·ÍÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ, »Ã» ïí³Í »Ý Ýñ³ Q Ï»ÝïñáÝÇ ¨

ßñç³Ý³·ÍÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ A Ï»ïÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁª 

³) Q (−1; 2), A (0; 5), µ) Q (2; 0), A (−1; −2), ·) Q (1; −2), A (−1; 2)£
2. (Ï) ¶ñ»ù A Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ ¨ l áõÕÕÇÝ ½áõ·³Ñ»é áõÕÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ,

»Ã»ª

³) A (2; −3), l áõÕÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¿ y = 2x − 5; 

µ) A (1; 1), l áõÕÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¿ y = −3x + 1; 

·) A (3; 0), l áõÕÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¿ 3x − 2y = 0
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3. (û) M Ï» ïÁ å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿ I Ñ³ í³ ë³ ñáõ Ùáí ïñ íáÕ ·ÍÇÝ, ÇëÏ K Ï» ïÁª

II Ñ³ í³ ë³ ñáõ Ùáí ïñ íáÕ ·ÍÇÝ£ ¶ï»ù M ¨ K Ï» ï» ñÇ ÙÇç¨ ³Ù» Ý³ Ù»Í ¨ ³Ù» -

Ý³ ÷áùñ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ, »Ã» I ¨ II Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ý» ñÁ áõ Ý»Ý Ñ»ï¨Û³É

ï»ë ù» ñÁª

I II

³) x2 + y2 = 5 (x − 5)2 + (y − 1)2 = 1

µ) x2 + y2 � 2x = 0 x2 − 3x + y2 + y = 100

·) x2 + y2 − x + y = 0 x2 + y2 + 2x − y − 1 = 0

¹) x2 + y2 − 2x + 4y + 5 = 0 x2 + y2 − 3x + y − 5 = 0

4. (Ï) ä³½»ù Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñáí ïñíáÕ Ïáñ»ñÇ ï»ëùÁª 

³) x2 + y2 − 4x − 6y + 13 = 0

µ) x2 + y2 − x − y + 1 = 0

·) x2 + y2 − 3x − 5y − 7 = 0

¹) y − 1 = √"5""−$x2

») x4 + y4 + 2x2y2 − 5x2 − 5y2 + 4 = 0

5. ¶ñ»ù AB Ñ³ï í³ ÍÇ ÙÇç ÝáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ óÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, »Ã» A Ï» ïÇ Ïá -

áñ ¹Ç Ý³ï Ý»ñÝ »Ý (−2; 3), ÇëÏ B Ï» ïÇ ÝÁª (1; −4)£ 
6. (û) îí³Í »Ý A(1; 2) ¨ B(3; 0) Ï» ï» ñÁ£ ¶ï»ù ³ÛÝ M Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ -

÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ, áñáÝó Ñ³ Ù³ñ

³) AM2 + BM2 = 2AB2 µ) AM2 − BM2 = AB2

·) AM = 2BM ¹) AM2 + BM2 − AM·BM = AB2

7. (û) ²å³ óáõ ó»ù, áñ »Ã» k1-Á ¨ k2-Á Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ ³é³Ýóù Ý» ñÇÝ áã

½áõ ·³ Ñ»é áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ÛÇÝ ·áñ Í³ ÏÇó Ý»ñÝ »Ý, ³å³ Ýñ³Ýó áõÕ Õ³ Ñ³ -

Û³ óáõ ÃÛ³Ý å³Û Ù³ ÝÁ ïñ íáõÙ ¿ k1·k2 = −1 Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõ Ýáí£

8. (û) ¶ñ»ù A ¨ B Ï»ï»ñáí ³ÝóÝáÕ áõÕÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ, »Ã» 

³) A(2; −1), B(−2; 1), µ) A(3; 0), B(0; 4), ·) A(4; 3), B(3; 2)£

9. ¶ï»ù A Ï»ïÇ Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝÁ l áõÕÕÇó, »Ã»ª

³) A(0; 0), l £ y = x + 1;

µ) A(1; 4), l £ y = 3x − 2;

·) A(−2; −1), l £ 2x + 3y + 1 = 0

Èñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñ Èñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñ 

1. ÆÝã å³Û Ù³Ý Ý» ñÇ ¹»å ùáõÙ a ¨ b ß³ é³ íÇÕ Ý» ñáí ßñ ç³ Ý³· Í» ñÁ, áñáÝó

Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ c, ÏÑ³ï í»Ý£ 
2. Ox ³é³Ýó ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é áõÕ ÕÇ íñ³ í»ñó í³Í »Ý »ñ Ïáõ Ï» ï»ñ£ ¸ñ³Ý -

óÇó Ù» ÏÇ ûñ ¹Ç Ý³ ïÁ 2 ¿£ ÆÝ ãÇ± ¿ Ñ³ í³ ë³ñ ÙÛáõë  Ï»ïÇ ûñ ¹Ç Ý³ ïÁ£ 
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3. ¶ï»ù xOy Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ, áñáÝó Ñ³ -

Ù³ñ |x| = 3£

4. ¶ï»ù (−3; 4) Ï» ïÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÇó£ 

5. ¶ï»ù ³ÛÝ Ï» ïÁ, áñÁ Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é ¿ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ ³é ³Ýóù Ý» ñÇó

¨ (3, 6) Ï» ïÇó£

6. x2 + y2 = 169 Ñ³ í³ ë³ ñáõ Ùáí ïñ í³Í ßñ ç³ Ý³· ÍÇ íñ³ ·ï»ù ³ÛÝ Ï» ï» -

ñÁ, áñáÝó ³) ³µë óÇ ëÁ 5 ¿, µ) ûñ ¹Ç Ý³ ïÁ −12 ¿£

7. îí³Í »Ý A(2; 0) ¨ B(−2; 6) Ï» ï» ñÁ£ ¶ñ»ù ³ÛÝ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ -

ÙÁ, áñÇ ïñ³ Ù³ ·Ç ÍÁ AB Ñ³ï í³ÍÝ ¿£ 

8. îí³Í »Ý A(−1; −1) ¨ C(−4; 3) Ï» ï» ñÁ£ ¶ñ»ù C Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ AÏ» ïáí

³Ýó ÝáÕ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£ 

9. ¶ï»ù Ox ³é³Ýó ùÇ íñ³ Ï»Ýï ñáÝ áõ Ý» óáÕ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ï»Ýï ñá ÝÇ Ïá áñ -

¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, »Ã» Ñ³Ûï ÝÇ ¿, áñ ßñ ç³ Ý³ ·Ç ÍÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ (1; 4) Ï» ïáí, ¨ Ýñ³

ß³ é³ íÇ ÕÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 5£

10. ¶ï»ù x2 + y2 − 8x − 8y + 7 = 0 ßñ ç³ Ý³· ÍÇ ¨ Ox ³é³Ýó ùÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï» -

ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£ 

11. ¶ï»ù x2 + y2 + 8x − 8y − 8 = 0 ¨ x2 + y2 − 8x + 8y − 8 = 0 ßñ ç³ Ý³· Í» ñÇ

Ñ³ï Ù³Ý Ï» ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£
12. ¶ñ»ù (1; 2) Ï» ïÁ Ï»Ýï ñáÝ áõ Ý» óáÕ ¨ Ox ³é³Ýó ùÁ ßáß ³ ÷áÕ ßñ ç³ Ý³· -

ÍÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£ 

13. ¶ñ»ù (−3; 4) Ï» ïÁ Ï»Ýï ñáÝ áõ Ý» óáÕ ³ÛÝ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ,

áñÝ ³Ýó ÝáõÙ ¿ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïáí£ 
14. Î³½ Ù»ù (0; 1) ¨ (1; 2) Ï» ï» ñÇó Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ -

Ï³Ý ï» ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£ 

15. ¶ï»ù Ñ»ï¨Û³É Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ý» ñáí ïñ í³Í áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ ¨ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ -

ÛÇÝ ³é³Ýóù Ý» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁª

1) x + 2y + 3 = 0

2) 3x + 4y = 12

3) 3x − 2y + 6 = 0

4) 4x − 2y − 10 = 10

16. ¶ï»ù 3x + 4y = −1 Ñ³ í³ ë³ ñáõ Ùáí ïñ í³Í áõÕ ÕÇ ³ÛÝ Ï» ïÁ, áñÇ ³µë -

óÇ ëÁª x = 1£
17. ¶ï»ù Ñ»ï¨Û³É Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ý» ñáí ïñ í³Í áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ï» -

ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁª

1) x + 2y + 3 = 0 4x + 5y + 6 = 0 

2) 3x − y − 2 = 0 2x + y − 8 = 0

3) 4x + 5y + 8 = 0 4x − 2y − 6 = 0

18. ¶ï»ù A(−1; 1) ¨ B(1; 0) Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£

19. ÆÝ ãÇ± »Ý Ñ³ í³ ë³ñ ax + by = 1 áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ñ Ù³Ý a ¨ b ·áñ Í³ ÏÇó Ý» -

ñÁ, »Ã» Ñ³Ûï ÝÇ ¿, áñ ³ÛÝ ³Ýó ÝáõÙ ¿ (1; 2) ¨ (2; 1) Ï» ï» ñáí£
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20. c-Ç Ç±Ýã ³ñ Å» ùÇ ¹»å ùáõÙ x + y + c = 0 Ñ³ í³ ë³ ñáõ Ùáí ïñ í³Í áõ ÕÇ ÕÁ

ßáß ³ ÷áõÙ ¿ x2 + y2 = 1 ßñ ç³ Ý³· ÍÇÝ£
21. Î³½ Ù»ù ³ÛÝ áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, áñÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ (2; 3) Ï» ïáí ¨ ½áõ ·³ -

Ñ»é ¿ Ox ³é³Ýó ùÇÝ£

22. 4x + 3y − 2 = 0 áõÕÕÇ íñ³ A, B ¨ C Ï»ï»ñÝ ÁÝïñ»É ³ÛÝå»ë, áñ 

³) AB = BC; µ) AC = 3AB; ·) AC = AB2

23. 2x + 3y − 1 = 0 ¨ 4x − y + 2 = 0 áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ íñ³ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ

A ¨ B Ï» ï»ñÝ ÁÝï ñ»É ³ÛÝ å»ë, áñ C(1; 1) Ï» ïÁ Ñ³Ý ¹Ç ë³ Ý³ AB Ñ³ï í³ ÍÇ

ÙÇç Ý³ Ï» ïÁ£
24. îñí³Í »Ý A(1; 2; 3), B(0; 1; 2), C(0; 0; 3), D(1; 2; 0) Ï» ï» ñÁ£ ¸ñ³Ý óÇó

áñá±Ýù »Ý ·ïÝ íáõÙª

³) xOy Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç, µ) Oz ³é³ÝóùÇ íñ³, ·) yOz Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç£ 

25. îñ í³Í ¿ A(1; 2; 3) Ï» ïÁ£ ¶ï»ù ³Û¹ Ï» ïÇó Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ ³é³Ýóù -

Ý» ñÇÝ ¨ Ïá áñ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇÝ ï³ñ í³Í áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ óÝ»ñÇ ÑÇÙ -

ù»ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£ 

26. îñ í³Í »Ý (1; 2; 3); (0; −1; 2); (1; 0; −3) Ï» ï» ñÁ£ ¶ï»ù Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ ³Û¹ Ï» ï» ñÇ Ñ³ Ù³ ã³÷ Ï» ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï -

Ý»ñÁ£

6.3 6.3 ¾ÉÇåë, ÑÇå»ñµáÉ, å³ñ³µáÉ¾ÉÇåë, ÑÇå»ñµáÉ, å³ñ³µáÉ

ê³Ñ Ù³ ÝáõÙ 1:ê³Ñ Ù³ ÝáõÙ 1: ¾ÉÇåë Ïáã íáõÙ ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ -

Ï³Ý ï» ÕÁ, áñáÝó Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ·áõ Ù³ ñÁ ïñ í³Í »ñ Ïáõ F
1

¨ F
2

Ï» ï» -

ñÇó Ñ³ë ï³ ïáõÝ ¿ ¨ Ù»Í ¿ F
1
F
2

Ñ³ï í³ ÍÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÇó£

²Û¹ Ñ³ë ï³ ïáõ ÝÁ ÏÝ ß³ Ý³ Ï»Ýù 2a-áí£ 

F1-Á ¨ F2-Á Ïáã íáõÙ »Ý ¿ÉÇå ëÇ ýá Ïáõë -

Ý»ñ, ÇëÏ F1F2 Ñ³ï í³ ÍÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ,

áñÁ ÏÝ ß³ Ý³ Ï»Ýù 2c-áí, ýá Ïáõ ë³ ÛÇÝ Ñ» -
é³ íá ñáõ ÃÛáõÝ£

Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ Ïá áñ ¹Ç -

Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ·Ý ÁÝï ñ»Ýù ³ÛÝ -

å»ë, áñ Ox ³é³ÝóùÝ ³Ýó ÝÇ F1 ¨ F2 Ï» ï» -

ñáí, ÇëÏ Oy ³é³Ýó ùÁª F1F2 Ñ³ï í³ ÍÇ

ÙÇç Ý³ Ï» ïáí (ÝÏ. 33)

²Û¹ ¹»åùáõÙ Áëï ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý, ¿ÉÇåëÇ

ó³ÝÏ³ó³Í M(x; y) Ï»ïÇ Ñ³Ù³ñÜÏ. 33
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MF1 + MF2 = 2a

Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ F1 Ï»ïÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÝ »Ý F1(−c; 0), ÇëÏ F2 Ï»ïÇÝÁª 

F2(c, 0), »ñÏáõ Ï»ï»ñÇ Ñ»é³íáñáõÃÛ³Ý µ³Ý³Ó¨Çó ëï³ÝáõÙ »Ýù

√"(x" +" c")2""+ $y2 + √"(x"−"c")2"+"y$2 = 2a (1)

å³Û Ù³ ÝÁ£ ê³ ¿É Ñ»Ýó Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ ¿ÉÇå ëÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ ÁÝïñ í³Í Ïá áñ -

¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ£ öáñ Ó»Ýù ³ÛÝ ·ñ»É ÏáÙ å³Ïï ï»ë ùáí£ ¸ñ³ Ñ³ -

Ù³ñ »ñÏ ñáñ¹ ·áõ Ù³ ñ» ÉÇÝ ï» Õ³ ÷á Ë»Ýù Ñ³ í³ ë³ñ Ù³Ý ³ç Ù³ë ¨ »ñ Ïáõ ÏáÕ -

ÙÁ µ³ñÓ ñ³ó Ý»Ýù ù³ é³ Ïáõ ëÇª

(x + c)2 + y2 = 4a2 − 4a√"(x"−"c")2"+"y$2 + (x − c)2 + y2

²ÏÝÑ³Ûï å³ñ½»óáõÙÝ»ñÇó Ñ»ïá ëï³ÝáõÙ »Ýùª 

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2 (a2 − c2)

ø³ÝÇ áñ a > c, ³å³ a2 − c2 > 0£ Üß³Ý³Ï»Ýù b2 = a2 − c2, áõëïÇ b = √"a2"−" $c2

¨ (1)-Á ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁª

b2x2 + a2y2 = a2b2

Ï³Ù
x2 y2

−−− + −−− = 1, (2)
a2 b2

áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ ¿ÉÇåëÇ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙ£
²Ûëï»Õ 2a-Ý ¨ 2b-Ý ÏáãáõÙ »Ý ¿ÉÇåëÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ Ù»Í ¨ ÷áùñ

³é³ÝóùÝ»ñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÝ»ñ, ÇëÏ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ëÏ½µÝ³Ï»ïÁª ¿ÉÇåëÇ
c

Ï»ÝïñáÝ£ ε = −− ÃÇíÁ ÏáãíáõÙ ¿ ¿ÉÇåëÇ ¿ùëó»ÝïñÇëÇï»ï£ Îááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ 
a

³é³ÝóùÝ»ñÇ Ñ»ï Ñ³ïÙ³Ý Ï»ï»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý ¿ÉÇåëÇ ·³·³ÃÝ»ñ£

¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ.¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ. Üß»Ýù, áñ Çñ³ Ï³ ÝáõÙ Ù»Ýù óáõÛó ïí» óÇÝù, áñ (1) Ñ³ í³ -

ë³ñ Ù³ ÝÁ µ³ í³ ñ³ ñáÕ ó³Ý Ï³ ó³Í M(x; y) Ï»ï µ³ í³ ñ³ ñáõÙ ¿ Ý³¨ (2) Ñ³ -

í³ ë³ñ Ù³ ÝÁ£ Î³ ñ» ÉÇ ¿ óáõÛó ï³É, áñ ×Çßï ¿ Ý³¨ Ñ³ Ï³ é³ ÏÁ, ³Û ëÇÝùÝ 

(2)-ÇÝ µ³ í³ ñ³ ñáÕ ó³Ý Ï³ ó³Í M(x; y) Ï»ï µ³ í³ ñ³ ñáõÙ ¿ Ý³¨ (1)-ÇÝ£

öáñ Ó»ù ¹³ Ï³ ï³ ñ»É ÇÝù Ýáõ ñáõÛÝ£

úñÇ Ý³Ï£ ¶ï Ý»É Ñ»ï¨Û³É  Ñ³ í³ ë³ ñáõ Ùáí ïñ í³Í ¿ÉÇå ëÇ ýá Ïáõë Ý» ñÇ Ñ» -

é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ¨ ¿ùë ó»Ýï ñÇ ëÇ ï» ïÁ£ 

3x2 + 4y2 = 5

Èáõ ÍáõÙ.Èáõ ÍáõÙ. Ñ³ í³ ë³ñ Ù³Ý »ñ Ïáõ Ù³ ëÁ µ³ Å³ Ý» Éáí 5-Çª ëï³ ÝáõÙ »Ýù 

x2 y2

−−− + −−− = 1,
5 5−
3
− −

4
−

$5 $5
áõë ïÇ a = /−−; b = /−−£

3 4
5 5 5 $5 $5 $5 1

c2 = a2 − b2 = −− − −− = −−−, 2c = 2/−−−: ε = /−−− : /−− = −−£
3 4 12 12 12 3 2
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F1F2 Ñ³ï í³ ÍÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñÁ ÏÝ ß³ Ý³ Ï»Ýù 2c-áí, Ïáã íáõÙ ¿ ýá Ïáõ ë³ -

ÛÇÝ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõÝ, ÇëÏ F1F2-Ç ÙÇç Ý³ Ï» ïÁª ÑÇ å»ñ µá ÉÇ Ï»Ýï ñáÝ£

Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ·Ý ÁÝï ñ»Ýù

³ÛÝ å»ë, áñ Ox ³é³ÝóùÝ ³Ýó ÝÇ F1 ¨ F2 Ï» ï» ñáí, ÇëÏ Oy ³é³Ýó ùÁª F1F2-Ç

ÙÇç Ý³ Ï» ïáí (ÝÏ. 34)£

²Û¹ ¹»å ùáõÙ F1 ¨ F2 Ï» ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ

ÏÉÇ Ý»Ý (−c; 0) ¨ (c; 0)£

¸Ç óáõù M(x; y)-Á ÑÇ å»ñ µá ÉÇ Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý Ï»ï ¿. Áëï ÑÇ å»ñ µá ÉÇ ë³Ñ Ù³Ý -

Ù³Ýª

|MF1 − MF2| = 2a,

Ï³Ù 

MF1 − MF2 = ± 2a,

ú·ïí»Éáí »ñÏáõ Ï»ï»ñÇ Ñ»é³íáñáõÃÛ³Ý µ³Ý³Ó¨Çóª ëï³ÝáõÙ »Ýùª 

√"(x" +" c")2""+ $y2 − √"(x"−"c")2"+"y$2 = ± 2a (3)

ê³ ¿É Ñ»Ýó Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ ÑÇ å»ñ µá ÉÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ ÁÝïñ í³Í Ïá áñ ¹Ç -

Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ£ ºñÏ ñáñ¹ ·áõ Ù³ ñ» ÉÇÝ ï³ Ý»Ýù Ñ³ í³ ë³ñ Ù³Ý ³ç

Ù³ë ¨ »ñ Ïáõ ÏáÕ ÙÁ µ³ñÓ ñ³ó Ý»Ýù ù³ é³ Ïáõ ëÇ, 

(x + c)2 + y2 = 4a2 ± 4a√"(x"−"c")2"+"y$2 + (x − c)2 + y2

ä³ñ½ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ñ»ïá ëï³ÝáõÙ »Ýùª

(c2 − a2)x2 − a2y2 = a2 · (c2 − a2) 

ÜÏ. 34

ê³Ñ Ù³ ÝáõÙ 2£ê³Ñ Ù³ ÝáõÙ 2£ ÐÇ å»ñ µáÉ Ïáã íáõÙ ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ -
÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ, áñáÝó Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ï³ñ µ» ñáõ ÃÛ³Ý Ùá ¹áõ ÉÁ ïñ í³Í »ñ -
Ïáõ F

1
¨ F

2
Ï» ï» ñÇó (áñáÝù Ïáã íáõÙ »Ý ÑÇ å»ñ µá ÉÇ ýá Ïáõë Ý»ñ) Ñ³ë ï³ ïáõÝ ¿ª

|MF1 − MF2| = 2a, a > 0:
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ø³ÝÇ áñ (Áëï »é³ÝÏÛ³Ý ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý) c > a, ³å³ c2 − a2 > 0£

Üß³Ý³Ï»Éáí b2 = c2 − a2, Ïëï³Ý³Ýù

b2x2 − a2y2 = a2b2

Ï³Ù

x2 y2

−−− − −−− = 1, (4)
a2 b2

áñÁ ¨ Ïáã íáõÙ ¿ ÑÇ å»ñ µá ÉÇ Ï³ Ýá Ý³ Ï³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ£ ÆÝã å»ë ¨ ¿ÉÇå ëÇ ¹»å -

ùáõÙ, Ï³ ñ» ÉÇ ¿ óáõÛó ï³É, áñ ×Çßï ¿ Ý³¨ Ñ³ Ï³ é³Ï åÝ ¹áõ ÙÁª (4)-ÇÝ µ³ í³ ñ³ -

ñáÕ ó³Ý Ï³ ó³Í M(x; y) Ï»ï µ³ í³ ñ³ ñáõÙ ¿ Ý³¨ (3)-ÇÝ£ 

Ox ³é³Ýó ùÁ Ïáã íáõÙ ¿ ÑÇ å»ñ µá ÉÇ Çñ³ Ï³Ý ³é³Ýóù, Oy-Áª Ï»ÕÍ ³é³Ýóù£
2a-Ý ¨ 2b-Ý Ïáã íáõÙ »Ý ÑÇ å»ñ µá ÉÇ Çñ³ Ï³Ý ¨ Ï»ÕÍ ³é³Ýóù Ý» ñÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõÝ- 

c
Ý»ñ£ ε = −−− -Ý Ïáã íáõÙ ¿ ÑÇ å»ñ µá ÉÇ ¿ùë ó»Ýï ñÇ ëÇ ï»ï£ ¾ÉÇå ëÇ ¨ ÑÇ å»ñ µá ÉÇ

a
a a

Ñ³ Ù³ñ x = − −−− ¨ x = −−− áõ ÕÇÕ Ý» ñÁ Ïáã íáõÙ »Ý Ý ñ³Ýó ¹Ç ñ»Ïï ñÇë Ý»ñ£ε ε

ä³ ñ³ µáÉ.ä³ ñ³ µáÉ. Ð³Ý ñ³ Ñ³ß íÇ ¹³ ëÁÝ Ã³ óÇó Ó»½ Ñ³Ûï ÝÇ ¿, áñ å³ ñ³ µáÉ Ïáã íáõÙ ¿

b 4ac − b2

y = ax2 + bx + c ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ »é³Ý¹³ÙÇ ·ñ³ýÇÏÁ£ (− −−−, −−−−−−−) Ï»ïÁ
2a 4a

Ïáã íáõÙ ¿ å³ ñ³ µá ÉÇ ·³ ·³Ã£ Ø³ë Ý³ íá ñ³ å»ë, b = c = 0 ¹»å ùáõÙ

y = ax2 (1)

å³ ñ³ µá ÉÇ ·³ ·³ ÃÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ Ïá áñ ¹Ç -

Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïáõÙ£

²Ýó Ý»Ýù Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ýáñ Ñ³ -

Ù³ Ï³ñ ·Ç, ÷á Ë» Éáí Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ

³é³Ýóù Ý» ñÇ ³ÝáõÝ Ý» ñÁª ³Û ëÇÝùÝ ûñ ¹Ç -

Ý³ï Ý» ñÇ ³é³Ýó ùÁ Ý³Ë ÏÇÝ ³µë óÇë Ý» -

ñÇ ³é³ÝóùÝ ¿, ÇëÏ ³µë óÇë Ý» ñÇ ³é³Ýó -

ùÁª Ý³Ë ÏÇÝ ûñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ³é³Ýó ùÁ£

²Ûë Ýáñ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ (1)-Á Ï·ñ íÇ

1
y2 = −− x ï»ë ùáí, Ï³Ù Ýß³ Ý³Ï» Éáía
1−−− -Ý 2p-áíª (Ñ³ Ù³ ñ»Ýù, áñ a > 0)
a

y2 = 2 px, p > 0 (2)

ï»ëùáí (ÝÏ. 35):

(2)-Á Ïáã íáõÙ ¿ å³ ñ³ µá ÉÇ Ï³ Ýá Ý³ Ï³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ýß í³Í Ïá áñ ¹Ç Ý³ -

ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ£ ä³ñ ½»Ýù p ·áñ Í³Ï óÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ÇÙ³ë ïÁ£ 
p p

¸Çï³ñÏ»Ýù F(−−−; 0) Ï»ïÁ, áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ å³ñ³µáÉÇ ýáÏáõë ¨ x = − −−− Ñ³ -
2 2

í³ ë³ ñáõ Ùáí áñáßíáÕ d áõÕÇÕÁ, áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ å³ñ³µáÉÇ ¹Çñ»ÏïñÇë£ ¸Çóáõù

M(x; y)-Á å³ñ³µáÉÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ï»ï ¿£ (2) Ñ³í³ë³ñáõÙÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ x ≥ 0£

p

2

p

2

ÜÏ. 35
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ÊÝ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ ç³¹ ñ³Ýù Ý»ñ, Ñ³ñ ó»ñÊÝ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ ç³¹ ñ³Ýù Ý»ñ, Ñ³ñ ó»ñ

1°. ¶ï Ý»É Ñ»ï¨Û³É Ñ³ í³ ë³ ñáõ Ùáí ïñ í³Í ¿ÉÇå ëÇ ýá Ïáõë Ý» ñÇ Ñ» é³ íá -

ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, ¿ùë ó»Ýï ñÇ ëÇ ï» ïÁ ¨ ¹Ç ñ»Ïï ñÇë Ý» ñÇ  Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ý» ñÁª 

x2

³) 2x2 + 5y2 = 3  µ) −−− + 4y2 = 1 ·) x2 + 6y2 = 6
3

2. ¶ñ»É ¿ÉÇå ëÇ Ï³ Ýá Ý³ Ï³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, »Ã» Ñ³Ûï ÝÇ ¿, áñ ³ÛÝ ³Ýó ÝáõÙ ¿

1
A(1; 1) Ï» ïáí, ¨ Ýñ³ ¿ùë ó»Ýï ñÇ ëÇ ï» ïÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ −−£

2
x2 y2

3. b-Ç ÇÝã ³ñ Å»ù Ý» ñÇ ¹»å ùáõÙ y = 2x + b áõ ÕÇ ÕÁ −−− + −−− = 1 ¿ÉÇå ëÇ Ñ»ï 
9 4

áõ ÝÇ Ù»Ï ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ Ï»ï£

4. Î³½ Ù»É ¿ÉÇå ëÇ Ï³ Ýá Ý³ Ï³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, »Ã» Ýñ³ ÷áùñ ÏÇ ë³ é³Ýó -

ùÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 2, ÇëÏ ¹Ç ñ»Ïï ñÇ ëÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙÝ ¿ª x = 5£
5. ¶ï Ý»É Ñ»ï¨Û³É Ñ³ í³ ë³ ñáõ Ùáí ïñ í³Í ÑÇ å»ñ µá ÉÇ ýá Ïáõë Ý» ñÇ Ñ» é³ -

íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, ¿ùë ó»Ýï ñÇ ëÇ ï» ïÁ ¨ ¹Ç ñ»Ïï ñÇë Ý» ñÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ý» ñÁª

³) x2 − 4y2 = 4  µ) 9x2 − y2 = 9  ·) 25x2 − y2 = 1

6. ¶ñ»É ÑÇ å»ñ µá ÉÇ Ï³ Ýá Ý³ Ï³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, »Ã» ³ÛÝ ³Ýó ÝáõÙ ¿ A(1; 2) 

1
Ï» ïáí, ÇëÏ Ýñ³ ¹Ç ñ»Ïï ñÇë Ý» ñÇó Ù» ÏÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙÝ ¿ª x = −−£

3
x2 y2

7. y = 4 áõ ÕÇ ÕÁ −−− − −−− = 1 ÑÇ å»ñ µá ÉÁ Ñ³ ïáõÙ ¿ A ¨ B Ï» ï» ñáõÙ£ ¶ï Ý»É 
4 9

AB Ñ³ï í³ ÍÇ ÙÇç Ý³ Ï» ïÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ ÑÇ å»ñ µá ÉÇ ýá Ïáõë Ý» ñÇó£

8. k-Ç Ç±Ýã ³ñ Å»ù Ý» ñÇ ¹»å ùáõÙ y = kx áõ ÕÇ ÕÁ x2 − y2 = 1 ÑÇ å»ñ µá ÉÇ Ñ»ï ãÇ

Ñ³ï íáõÙ£ 

9. y2 = 4x å³ ñ³ µá ÉÇ íñ³ ·ï Ý»É ³ÛÝ Ï» ï» ñÁ, áñáÝù Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é »Ý

å³ ñ³ µá ÉÇ ýá Ïáõ ëÇó ¨ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÇó£ 

10. ä³ ñ³ µá ÉÇ ¹Ç ñ»Ïï ñÇ ëÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙÝ ¿ª x = −1£ ä³ ñ³ µá ÉÇ íñ³ í»ñó -

í³Í ¿ M Ï»ïÝ ³ÛÝ å»ë, áñ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïáí ¨ M Ï» ïáí ³Ýó -

ÝáÕ áõÕ ÕÇ ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ÛÇÝ ·áñ Í³ ÏÇ óÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 1£ ¶ï Ý»É M Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç -

Ý³ï Ý» ñÁ£

11. ¶ñ»É ³ÛÝ áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ý» ñÁ, áñáÝù ³Ýó ÝáõÙ »Ý (−1; 0) Ï» -

ïáí ¨ y2 = 4x å³ ñ³ µá ÉÁ Ñ³ ïáõÙ ×Çßï Ù»Ï Ï» ïáõÙ£

p
àõëïÇ M Ï»ïÇ Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝÁ d ¹Çñ»ÏïñÇëÇó ÏÉÇÝÇ δ = −−− + x, ÇëÏ

2
"""""1 2" "$MF =/(x − −−) + y2 ¨ ù³ÝÇ áñ y2 = 2px, ³å³ MF = δ£ àõëïÇ, å³ ñ³ µá ÉÇ 

2
µá Éáñ Ï» ï» ñÁ Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é »Ý Ýñ³ ýá Ïáõ ëÇó ¨ ¹Ç ñ»Ïï ñÇ ëÇó£ ²Ûë åÇ ëáí,

å³ ñ³ µá ÉÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ë³Ñ Ù³ Ýáõ ÙÁ Ñ»ï¨Û³ÉÝ ¿ª 

ä³ ñ³ µáÉ Ïáã íáõÙ ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ,
áñáÝù Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é »Ý ïí³Í Ï» ïÇó ¨ ïí³Í áõÕ ÕÇó£
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6.4 ºñÏáõ Ï»ï»ñÇ Ñ»é³íáñáõÃÛ³Ý µ³Ý³Ó¨Á,6.4 ºñÏáõ Ï»ï»ñÇ Ñ»é³íáñáõÃÛ³Ý µ³Ý³Ó¨Á,

ëý»ñ³ÛÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁëý»ñ³ÛÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

¸Ç óáõù A(x1; y1; z1) ¨ B (x2;, y2; z2)-Á ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý »ñ Ïáõ Ï» ï»ñ »Ý£ ²Û¹

¹»å ùáõÙª

AB = √(x1− x 2) 2+ (y1−y2) 2+ (z1−z2)2

²Ûë µ³ Ý³Ó¨Á, Áëï ¿áõ ÃÛ³Ý, áõÕ Õ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ÝÇë ïÇ ³ÝÏ Ûáõ Ý³· ÍÇ ³ñ ï³ -

Ñ³Û ïáõÙÝ ¿ Ýñ³ »ñ»ù ÷á ËáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó

Ïá Õ» ñáí£ Æñáù, »Ã» A ¨ B Ï» ï» ñáí ï³ -

Ý»Ýù Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ ³é³Ýóù Ý» ñÇÝ µá -

Éáñ ÑÝ³ ñ³ íáñ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ -

Ý» ñÁ (ÝÏ. 36), ³å³ Ïë ï³ Ý³Ýù x1 − x2,

y1 − y2, z1 − z2 Ïá Õ» ñáí ¨ AB ³ÝÏ Ûáõ -

Ý³· Íáí áõÕ Õ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ÝÇëï£ ºÃ» A ¨ B

Ï» ï» ñÇ áñ¨¿ Ñ³ Ù³ ÝáõÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý»ñ

Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý, ³å³ áõÕ Õ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ÝÇë ïÁ Ï³ ñáÕ ¿ í» ñ³Í í»É áõÕ Õ³ÝÏ -

Û³Ý Ï³Ù Ñ³ï í³ ÍÇ£

ºñ Ïáõ Ï» ï» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý µ³ Ý³Ó¨Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 

(x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2 (*)
Ñ³ í³ ë³ñ Ù³ ÝÁ µ³ í³ ñ³ ñáÕ M(x, y, z) Ï» ï» ñÇ µ³½ Ùáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñ ï»Õ a, b, c ¨

R-Á ïí³Í Ãí»ñ »Ý, Q(a, b, c) Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ R ß³ é³í Õáí ëý» ñ³ ¿, ³Û ëÇÝùÝª
(*)-Á Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ ëý» ñ³ ÛÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ£ 

6.5 Ð³ïí³ÍÇ ÙÇçÝ³Ï»ïÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ6.5 Ð³ïí³ÍÇ ÙÇçÝ³Ï»ïÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ

¸Ç óáõù A1(x1; y1; z1) ¨ A2(x2; y2; z2)-Á ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý »ñ Ïáõ Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý Ï» -

ï»ñ »Ý£ A1A2 Ñ³ï í³ ÍÇ C ÙÇç Ý³ Ï» ïÇ x; y; z Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ ³ñ ï³ Ñ³Û ï»ù

A1 ¨ A2 Ï» ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñáí (ÝÏ. 37)£ ¸ñ³ Ñ³ Ù³ñ A1, A2 ¨ C Ï» ï» ñáí

ï³ Ý»Ýù oz ³é³Ýó ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é áõ ÕÇÕ -

Ý»ñ£ ¸ñ³Ýù xOy Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ÏÑ³ ï»Ý

A′1(x1; y1; 0), A′2( x2; y2; 0) C′(x; y; 0) Ï» ï» -

ñáõÙ£ ºÃ» A1A2 áõ ÕÇ ÕÁ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ã¿ xOy

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ, ³å³ Áëï Â³ É» ëÇ Ã» á ñ» -

ÙÇ, C′ Ï» ïÁ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ A′1A′2 Ñ³ï -

í³ ÍÇ ÙÇç Ý³ Ï» ïÁ£ ÆëÏ Ñ³ñ Ã³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý

¹³ ëÁÝ Ã³ óÇó Ù»Ýù ·Ç ï»Ýù, áñ xOy Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ Ñ³ï í³ ÍÇ ÙÇç Ý³ Ï» ïÇ Ïá áñ -

¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ Ýñ³ Í³Û ñ³ Ï» ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç -
ÜÏ. 37

ÜÏ. 36
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Ý³ï Ý» ñáí ³ñ ï³ Ñ³Ûï íáõÙ »Ý Ñ»ï¨Û³É µ³ Ý³Ó¨»ñáíª

x1 + x2 y1 + y2
x = −−−−−−, y = −−−−−−£

2 2
(ºÃ» A1A2 ⊥ xOy, ³å³ ³Ûë µ³Ý³Ó¨»ñÁ ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý ï»ÕÇ áõÝ»Ý)£

àñ å»ë ½Ç ëï³ Ý³Ýù µ³ Ý³Ó¨ z Ïá áñ ¹Ç Ý³ ïÇ Ñ³ Ù³ñ, µ³ í³ Ï³Ý ¿ A1, C ¨

A2 Ï» ï» ñÇó ï³ Ý»É Oy (Ï³Ù Ox) ³é³Ýó ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é áõ ÕÇÕ Ý»ñ ¨ ¹Ç ï³ñ Ï»É

¹ñ³Ýó Ñ³ï Ù³Ý Ï» ï» ñÁ xOz (Ï³Ù yOz) Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ Ñ»ï£ ²ñ¹ ÛáõÝ ùáõÙ

Ïë ï³ Ý³Ýùª 

z1 + z2
z = −−−−−−£

2
²ÛëåÇëáí, 

A1 (x1, y1, z1) ¨ A2 (x2, y2, z2) Í³Û ñ³ Ï» ï» ñáí Ñ³ï í³ ÍÇ ÙÇç Ý³ Ï» ïÇ Ïá áñ -

¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ Ñ³ßí íáõÙ »Ý Ñ»ï¨Û³É µ³ Ý³Ó¨»ñáíª

x1 + x2 y1 + y2 z1 + z2
x = −−−−−−, y = −−−−−−, z = −−−−−−£

2 2 2

ÊÝ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ ç³¹ ñ³Ýù Ý»ñ, Ñ³ñ ó»ñÊÝ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ ç³¹ ñ³Ýù Ý»ñ, Ñ³ñ ó»ñ

1. xOy Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ·ï»ù ³ÛÝ Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, áñÁ Ñ³ í³ ë³ -

ñ³ Ñ»é ¿ A(0; 1; −1), B(−1; 0; 1), C(0; −1; 0) Ï» ï» ñÇó£ 
2. ¶ï»ù ³ÛÝ Ï» ï» ñÁ, áñáÝù Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é »Ý (0; 0; 1); (0; 1; 0); (1; 0; 0)

Ï» ï» ñÇó ¨ ·ïÝ íáõÙ »Ý yOz Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÇó 2 Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý íñ³£

3. Ox ³é³Ýó ùÇ íñ³ ·ï»ù ³ÛÝ Ï» ïÁ, áñÁ Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é ¿ A(1; 2; 3) ¨

B(−2; 1; 3) Ï» ï» ñÇó£ 
4. Î³½ Ù»ù ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÇ Ñ³ í³ ë³ -

ñáõ ÙÁ, áñáÝù Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é »Ý A(1; 2; 3) Ï» ïÇó ¨ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ -

Ï» ïÇó£

5. ²å³ óáõ ó»ù, áñ ABCD ù³ é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ ß» Õ³ÝÏ ÛáõÝ ¿, »Ã»

³) A(6; 7; 8), B(8; 2; 6), C(4; 3; 2), D(2; 8; 4)

µ) A(0; 2; 0), B(1; 0; 0), C(2; 0; 2), D(1; 2; 2)£

6. îñ í³Í »Ý Ñ³ï í³ ÍÇ ÙÇ Í³Û ñ³ Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁª A(2; 3; −1) ¨ Ýñ³

ÙÇç Ý³ Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁª C(1; 1; 1)£ ¶ï»ù Ñ³ï í³ ÍÇ ÙÛáõë Í³Û ñ³ Ï» -

ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£ 
7. ¶ï»ù ABCD ½áõ ·³ Ñ» é³· ÍÇ D ·³ ·³ ÃÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, »Ã» Ýñ³

ÙÝ³ ó³Í »ñ»ù ·³ ·³Ã Ý» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ Ñ³Ûï ÝÇ »Ýª

³) A(2; 3; 2), B(0; 2; 4), C(4; 1; 0)

µ) A(1; −1; 0); B(0; 1; −1); C(−1; 0; 1)

·) A(4; 2; −1); B(1;−3; 2); C(−4; 2; 1)
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6.6 Ð³ñÃáõÃÛ³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÁ6.6 Ð³ñÃáõÃÛ³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÁ

²Ûë å³ ñ³· ñ³ ýáõÙ Ù»Ýù Ï³ å³ óáõ ó»Ýù ÙÇ Ï³ñ¨áñ Ã» á ñ»Ùª

Â» á ñ»Ù 6.1 (Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ñ Ù³Ý ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ ï»ë ùÁ)Â» á ñ»Ù 6.1 (Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ñ Ù³Ý ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ ï»ë ùÁ)

ò³Ý Ï³ ó³Í Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ ¹» Ï³ñï Û³Ý Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ
Ï³ ñáÕ ¿ ïñ í»É ax + by + cz + d = 0 Ñ³ í³ ë³ ñáõ Ùáí, áñ ï»Õ a, b, c, d-Ý Ãí»ñ »Ý,
ÁÝ¹ áñáõÙª a, b, c Ãí» ñÇó ·á Ý» Ù» ÏÁ ½ñá ÛÇó ï³ñ µ»ñ ¿£ 

ºí Ñ³ Ï³ é³ ÏÁ, ó³Ý Ï³ ó³Í ax + by + cz + d = 0 Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ, áñ ï»Õ a, b, c

Ãí» ñÇó ·á Ý» Ù» ÏÁ 0-Çó ï³ñ µ»ñ ¿, Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ£

²å³ óáõÛó.²å³ óáõÛó. ¸Ç ï³ñ Ï»Ýù L Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ£ ¸Ç óáõù A(m; n; p)-Ý ï³ ñ³ Íáõ -

ÃÛ³Ý áñ¨¿ Ï»ï ¿, A0(m0; n0; p0)-Ý A Ï» ïÇ åñá Û»Ï óÇ ³Ý ¿ L Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³,

M(x; y; z)-Á L Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í Ï»ï ¿ (ÝÏ. 38)£

8. ¶ï»ù A ¨ B Ï» ï» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ.

³) A(1; 2; 3), B(−2; −3; 1), µ) A (−1; −3; 0), B (3; −4; 5)£

9. (Ï) ¶ï»ù 0x ³é³Ýó ùÇ íñ³ ·ïÝ íáÕ ¨ A(−2; 4; 1), B(1; 1; 2) Ï» ï» ñÇó

Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é M Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£

10. ¶ï»ù xOy, xOz, yOz Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇÝ å³ï Ï³ ÝáÕ

³ÛÝ Ï» ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, áñáÝ óÇó Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõ ñÁ Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é ¿

(0; 0; 3), (0; 4; 0), (5; 0; 0) Ï» ï» ñÇó£

11. (Ï) ¶ñ»ù Q(−1; 2; −3) Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïáí

³Ýó ÝáÕ ëý» ñ³ ÛÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£

12. ¶ñ»ù ³ÛÝ ëý» ñ³ ÛÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, áñÇ Ñ³ Ù³ñ A (1; −2; 3) ¨ B (−3; 4;

−1) Ï» ï» ñÁ ïñ³ Ù³· Íáñ»Ý Ñ³ Ï³ ¹Çñ »Ý£

13. ¶ñ»ù 0y ³é³Ýó ùÇ íñ³ Ï»Ýï ñáÝ áõ Ý» óáÕ ³ÛÝ ëý» ñ³ ÛÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ -

ÙÁ, áñÝ ³Ýó ÝáõÙ ¿ A(0; 2; 3) ¨ B(−1; 0; 2) Ï» ï» ñáí£

14. ²å³ óáõ ó»ù, áñ x2 + y2 + z2 + x + 2y + 3z = 0-Ý ëý» ñ³ ÛÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ ¿£

¶ï»ù Ýñ³ Ï»Ýï ñá ÝÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ ¨ ß³ é³ íÇ ÕÁ£

15. ¶ñ»ù Q(−1; 3; 2) Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ yOz Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ßáß ³ ÷áÕ ëý» ñ³ ÛÇ

Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£

16. ¶ñ»ù Q(3; −1; 4) Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ Ox ³é³Ýó ùÁ ßáß ³ ÷áÕ ëý» ñ³ ÛÇ Ñ³ í³ -

ë³ ñáõ ÙÁ£

17. ¶ñ»ù Q(−1; 0; 2) Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ x2 + y2 + z2 = 2y ëý» ñ³ ÛÇÝ ßáß ³ ÷áÕ ëý» -

ñ³ ÛÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£ 
18. ¶ï»ù (0; 0; 0), (3; 0; 0), (0; 4; 0), (0; 0; 5) Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ ëý» ñ³ ÛÇ

Ï»Ýï ñá ÝÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ ¨ ß³ é³ íÇ ÕÁ£
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ø³ ÝÇ áñ AA0 áõ ÕÇ ÕÁ áõÕ Õ³ -

Ñ³ Û³ó ¿ L Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ, ³å³

³ÛÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í áõÕ ÕÇ, Ù³ë Ý³ -

íá ñ³ å»ë A0M áõÕ ÕÇÝ£ AA0M

»é³ÝÏ Ûáõ Ýáõó Áëï äÛáõ Ã³ ·á ñ³ -

ëÇ Ã» á ñ» ÙÇª

AA0
2 + A0M

2 = AM2

(m − m0)
2 + (n − n0)

2 + (p − p0)
2 + (x − m0)

2 + (y − n0)
2 + (z − p0)

2 =
= (x − m)2 + (y − n)2 + (z − p)2 £

²ÏÝ Ñ³Ûï Ó¨³÷á Ëáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇó Ñ» ïá, Ïë ï³ Ý³Ýùª

(m − m0)x + (n − n0)y + (p − p0)z + (m0 − m)m0 + (n0 − n)n0 + (p0 − p)p0 = 0£ (*)

²Ûë åÇ ëáí, Ù»Ýù ³å³ óáõ ó» óÇÝù, áñ L Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ å³ï Ï³ ÝáÕ ó³Ý Ï³ -

ó³Í M(x, y, z) Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ µ³ í³ ñ³ ñáõÙ »Ý 

ax + by + cz + d = 0

Ñ³ í³ ë³ñ Ù³ ÝÁ, áñ ï»Õ

a = m − m0, b = n − n0, c = p − p0,

d = (m0 − m)m0 + (n0 − n)n0 + (p − p0)p0£

²Ûë ï»Õ, µ³ óÇ ¹ñ³ ÝÇó, (m; n; p)-Ý ¹Ç ï³ñÏ íáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ ãå³ï Ï³ ÝáÕ

áñ¨¿ A Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý»ñÝ »Ý, ÇëÏ (m0; n0; p0)-Ý ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ Ýñ³

A0 åñá Û»Ï óÇ ³ ÛÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, ³Û ëÇÝùÝª a; b; c Ãí» ñÇó ·á Ý» Ù» ÏÁ 0-Çó

ï³ñ µ»ñ ¿£ Ð³ ë Ï³Ý³ ÉÇ ¿ Ý³¨, áñ ïí³Í Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ ãå³ï Ï³ ÝáÕ Ï» ï» ñÇ

Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ ëï³ó í³Í Ñ³ í³ ë³ñ Ù³ ÝÁ ã»Ý µ³ í³ ñ³ ñáõÙ£ Â» á ñ» ÙÇ

³é³ çÇÝ Ù³ëÝ ³å³ óáõó í³Í ¿£

²ÛÅÙ ³å³ óáõ ó»Ýù Ã» á ñ» ÙÇ »ñÏ ñáñ¹ Ù³ ëÁ£ ¸Ç ï³ñ Ï»Ýù

ax + by + cz + d = 0

Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, áñ ï»Õ a2 + b2 + c2 ≠ 0£

ì»ñó Ý»Ýù áñ¨¿ A0(m0; n0; p0) Ï»ï, áñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ µ³ í³ ñ³ ñáõÙ »Ý ³Û¹

Ñ³ í³ ë³ñ Ù³ ÝÁ, ³Û ëÇÝùÝª am0 + bn0 + cp0 + d = 0£ a2 + b2 + c2 ≠ 0 å³Û Ù³ ÝÇó

Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ³Û¹ åÇ ëÇ Ï»ï ³Ý å³Û Ù³Ý ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ ÝÇ£ ºÃ» ûñÇ Ý³Ï, a ≠ 0, 
d

³å³ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ í»ñó Ý»É m0 = − −−−, n0 = p0 = 0: ì»ñó Ý»Ýù A (m, n, p) Ï» ïÁ, a
áñ ï»Õ m = a + m0, n = b + n0, p = c + p0 (³Ûë Ãí» ñÁ Ù»Ýù Ïé³ Ñ» óÇÝù Ã» á ñ» ÙÇ

³é³ çÇÝ Ù³ ëÇ ³å³ óáõÛ óÇó), ¨ ·ñ»Ýù ³ÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, áñÝ

³Ýó ÝáõÙ ¿ A0 Ï» ïáí ¨ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ AA0 áõÕÕÇÝ£ Îë ï³ Ý³Ýù (*) Ñ³ í³ ë³ -

ÜÏ. 38



ñáõ ÙÁ£ öá Ë³ ñÇ Ý» Éáí ³Û¹ Ñ³ í³ ë³ñ Ù³Ý Ù»ç m, n ¨ p-Ý Çñ»Ýó Ñ³ Ù³ å³ ï³ë -

Ë³Ý ³ñ ï³ Ñ³Û ïáõ ÃÛáõÝ Ý» ñáí (m = a + m0, n = b + n0, p = c + p0) ¨ Ï³ ï³ ñ» -

Éáí å³ñ ½³ ·áõÛÝ Ó¨³÷á Ëáõ ÃÛáõÝ Ý»ñª Ïë ï³ Ý³Ýù

ax + by + cz − am0 − bn0 − cp0 = 0

Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£ ÆëÏ ù³ ÝÇ áñ am0 + bn0 + cp0 + d = 0, ³å³ ëï³ ÝáõÙ »Ýù

ax + by + cz + d = 0

Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£ ²Ûë åÇ ëáí, ïí³Í Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, Çñáù, Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ -

ë³ ñáõÙ ¿£ Â» á ñ» ÙÁ ÉÇ á íÇÝ ³å³ óáõó í³Í ¿£ ∇

àñáß Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ý» ñÇ ¹áõñë µ»ñ Ù³Ý Ñ³ Ù³ñ å³ñ ï³ -

¹Çñ ã¿ í³ñ í»É ³ÛÝ å»ë, ÇÝã å»ë ¹³ ³ñ í»ó Ã» á ñ» ÙÇ ³å³ óáõÛ óáõÙ, ³ÛÝ ¿ª ·ï -

Ý»É A ¨ A0 Ï» ï» ñÁ ¨ Ñ» ïá ·ñ»É Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£ Èáõ Í»Ýù Ñ»ï¨Û³É ËÝ ¹Ç ñÁ£

ÊÝ¹Çñ.ÊÝ¹Çñ.

¶ñ»ù (1; 0; 0), (0; 2; 0) ¨ (0; 0; 3) Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ -
ñáõ ÙÁ£

Èáõ ÍáõÙ.Èáõ ÍáõÙ.

ÆÝã å»ë ·Ç ï»Ýù, Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÝ áõ ÝÇ

ax + by + cz + d = 0

ï»ë ùÁ£ î» Õ³¹ ñ»Ýù ³Û¹ Ñ³ í³ ë³ñ Ù³Ý Ù»ç ïñ í³Í Ï» ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý»ñÁ£

Îë ï³ Ý³Ýù Ñ»ï¨Û³É Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Áª a + d = 0, 2b + d = 0, 3c + d = 0 áñÇó a, b ¨

c-Ý Ï³ ñáÕ »Ýù ³ñ ï³ Ñ³Û ï»É d-áí ¨ ï» Õ³¹ ñ»É Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ñ Ù³Ý

Ù»ç£ d-Ç ï³ñ µ»ñ ³ñ Å»ù Ý» ñÇÝ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ ÝáÕ µá Éáñ ³Û¹ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ -

Ý» ñÁ ÙÇ¨ÝáõÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ý»ñÝ »Ý£ ì»ñó Ý» Éáí, ûñÇ Ý³Ï, d = − 6,

Ïë ï³ Ý³Ýù 6x + 3y + 2z − 6 = 0 Ñ³í³ë³ñáõÙÁ£ ∇
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ÊÝ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ ç³¹ ñ³Ýù Ý»ñ, Ñ³ñ ó»ñÊÝ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ ç³¹ ñ³Ýù Ý»ñ, Ñ³ñ ó»ñ

1. (Ï) ¶ñ»ù A (3; −2; 4) Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ ¨ OA áõÕ ÕÇÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó, áñ ï»Õ

O-Ý Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï»ïÝ ¿, Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£

2. (Ï) ¶ñ»ù Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ ³é³Ýóù Ý» ñÁ (a; 0; 0), (0; b; 0), (0; 0; c) Ï» -

ï» ñáõÙ Ñ³ ïáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£

3. (Ï) ²å³ óáõ ó»ù, áñ ax + by + cz + d = 0 ¨ ax + by + cz + d1 = 0 (d ≠ d1) Ñ³ -

í³ ë³ ñáõÙ Ý» ñáí ïñ íáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ ½áõ ·³ Ñ»é »Ý£

4. (Ï) ¶ñ»ù (−2; 0; 3) Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ ¨ 2x − y − 3z + 5 = 0 Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ ½áõ -

·³ Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£
5. ¶ñ»ù AB-Ç ÙÇç Ý³ Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ ¨ AB-ÇÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý

Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, áñ ï»Õ A(1; −4; 3), B(−5; 2; 1)£

6. ¶ñ»ù A(−3; 0; 1), B(2; 1; −1), C(−2; 2; 0) Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý

Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£

7. (¹) ¶ñ»ù ³ÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, áñÁ ½áõ ·³ Ñ»é ¿ x + 2y + 3z = 0

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ ¨ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ x2 + y2 + z2 = 1 ëý» ñ³ ÛÇÝ£

8. ²å³ óáõ ó»ù, áñ A(1; −1; 0), B(2; 1; 2), C(−3; 1; 1) ¨ D(−2; 3; 3) Ï» ï» ñÁ

¹³ ë³ íáñ í³Í »Ý ÝáõÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»ç£

9. ¶ï»ù Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÇó ÙÇÝã¨ x − 2y + 3z − 5 = 0 Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛáõ ÝÁ »Õ³Í Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£

10. (¹) ¶ñ»ù (3; 0; 0) ¨ (0; −2; 0) Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ ³ÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ -

í³ ë³ ñáõ ÙÁ, áñÁ ßáß ³ ÷áõÙ ¿ x2 + y2 + z2 − 2z = 0 ëý» ñ³ ÛÇÝ£

11. Æ±Ýã å³Û Ù³ ÝÇ ¹»å ùáõÙ ax + by + cz + d = 0 Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ½áõ ·³ Ñ»é

¿ xOy Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ£ 

12. îñ í³Í »Ý A(1; 2; 3) ¨ B(0; 1; −1) Ï» ï» ñÁ£ ¶ñ»ù ³ÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ -

í³ ë³ ñáõ ÙÁ, áñÝ ³Ýó ÝáõÙ ¿ A Ï» ïáí ¨ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ AB áõÕ ÕÇÝ£

13. Î³½ Ù»ù ³ÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, áñÝ ³Ýó ÝáõÙ ¿ A Ï» ïáí ¨

áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ AB áõÕ ÕÇÝ, »Ã»ª 

³) A(−1; 1; 2), B(2; 0; 1)

µ) A(1; 0; −1), B (1; 0; −1), B(4; 3; −3)

·) A(3; −4; 5), B (2; 1; 2)

14. ¶ï»ù ³ÛÝ Ñ³ï í³Í Ý» ñÁ, áñáÝóáí ax + by + cz + d = 0 Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ

§Ïï ñáõÙ ¿¦ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ ³é³Ýóù Ý» ñÁ, »Ã» a, b, c, d-Ý Ñ³ í³ ë³ñ ã»Ý 0-Ç£ 

15. ²å³ óáõ ó»ù, áñ a1x + b1y = d1, a2x + b2y = d Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý

·Ç ÍÁ ½áõ ·³ Ñ»é ¿ Oz ³é³Ýó ùÇÝ£

16. Ð³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ïñ í³Í ¿ ax + by + cz + d = 0 Ñ³ í³ ë³ ñáõ Ùáí£ Æ±Ýã å³Û -

Ù³Ý Ý» ñÇ å»ïù ¿ µ³ í³ ñ³ ñ»Ý P(k; l; m) Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, áñ å»ë ½Ç

³Û¹ Ï» ïáí ¨ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ áõ ÕÇ ÕÁ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó

ÉÇ ÝÇ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ£



17. îñ í³Í ¿ P(k; l; m) Ï» ïÁ£ ¶ñ»ù ³ÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, áñÁ

³Ýó ÝáõÙ ¿ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïáí ¨ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ OP áõÕ ÕÇÝ£
18. ¶ï»ù Ñ»ï¨Û³É Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ý» ñáí ïñ í³Í »ñ»ù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ

Ñ³ï Ù³Ý Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁª

³) x + y + z = 1; x − 2y = 0; 2x + y + 3z + 1 = 0;

µ) x − y = 3; y + z = 2; x − z = 4;

·) x + 2 = 0; 2x − y = 3; 3x + 2y − z = 8;

¹) x + 2y + 3z = 1; 3x + y + 2z = 2; 2x + 3y + z = 3£

19. Æ±Ýã å³Û Ù³ ÝÇ ¹»å ùáõÙ ax + by + cz + d = 0 Ñ³ í³ ë³ ñáõ Ùáí ïñ í³Í

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁª

³) ½áõ ·³ Ñ»é ¿ Oz ³é³Ýó ùÇÝ 

µ) ³Ýó ÝáõÙ ¿ Oz ³é³Ýó ùáí£ 

20. Æ±Ýã å³Û Ù³ ÝÇ ¹»å ùáõÙ ax + by + cz + d = 0 Ñ³ í³ ë³ ñáõ Ùáí ïñ í³Í

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ xOy Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ£
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6.7 àõ ÕÇÕ ·ÍÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç6.7 àõ ÕÇÕ ·ÍÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç

²Ûë å³ ñ³· ñ³ ýÇ ³Ý í³ Ýáõ ÙÁ ³ÛÝ ù³Ý ¿É ×Çßï ã¿£ êá íá ñ³ µ³ñ áõ ÕÇÕ ·Ç ÍÁ

ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ïñ íáõÙ ¿ »ñ Ïáõ Ñ³ í³ -

ë³ ñáõÙ Ý» ñáí, ³í» ÉÇ ×Çßïª »ñ Ïáõ Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛáõÝ Ý» ñÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ý» ñáí£ ¶ï Ý»Ýù,

ûñÇ Ý³Ï, Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïáí

¨ A(a; b; c) Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ -

ë³ ñáõ ÙÁ£ ¸Ç óáõù A Ï» ïÇ µá Éáñ Ïá áñ ¹Ç -

Ý³ï Ý» ñÁ ½ñá ÛÇó ï³ñ µ»ñ »Ý£ OA ×³ é³ -

·³Û ÃÇ íñ³ ¹Ç ï³ñ Ï»Ýù Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý

M(x; y; z) Ï»ï (ÝÏ. 39)

²ÏÝ Ñ³Ûï ¿, áñ 

x OM y z−− = −−−−− = −− = −−£
a OA b c
x y z−− = −−− = −−−
a b c

Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ ×Çßï »Ý Ý³¨ OA-Ç Ñ³Ï³¹Çñ ×³ é³ ·³Û ÃÇ Ñ³ Ù³ñ, áõë ïÇ

¹ñ³Ý óáí ïñ íáõÙ ¿ OA áõ ÕÇ ÕÁ£ ̧ ñ³Ýù Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ·ñ»É »ñ Ïáõ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÝ » ñÇ Ñ³ -

Ù³ Ï³ñ ·Ç ï»ë ùáí, áñáÝ óÇó Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõ ñÁ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ ¿ª

bz − ay = 0{
cx − az = 0 £

ÜÏ. 39
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ÊÝ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ ç³¹ ñ³Ýù Ý»ñ, Ñ³ñ ó»ñÊÝ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ ç³¹ ñ³Ýù Ý»ñ, Ñ³ñ ó»ñ

1. ¶ñ»ù A(−2; 1; 3) ¨ B(1; 5; −3) Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ -

Ý»ñÁ£ 
2. ²é³ ç³ñ Ï»ù »Õ³Ý³Ï, áñÇ û· Ýáõ ÃÛ³Ùµ áõ ÕÇ ÕÁ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ï³É ÙÇ Ñ³ í³ -

ë³ ñáõ Ùáí£

ì»ñó Ý»Ýù ³ÛÅÙ A1(a1; b1; c1) ¨

A2(a2; b2; c2) Ï» ï»ñ ¨ ·ï Ý»Ýù A1A2

áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£ øÝ Ý³ñ Ï»Ýù

Ý³Ë ³ÛÝ ¹»å ùÁ, »ñµ ³Û¹ Ï» ï» ñÇ

Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³Ý Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ

Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ ã»Ý£ ¸Ç óáõù M(x; y;

z)-Á  A1A2 áõÕ ÕÇ áñ¨¿ Ï»ï ¿, ÁÝ¹ áñáõÙ,

áñáß ³ ÏÇ áõ ÃÛ³Ý Ñ³ Ù³ñ »Ý Ã³¹ ñ»Ýù

Ã» ·ïÝ íáõÙ ¿ A1A2 ×³ é³ ·³Û ÃÇ íñ³£

Ð³ Ù³ å³ ï³ë Ë³Ý ÝÙ³ Ýáõ ÃÛáõÝ -

 Ý» ñÇó (ÝÏ. 40) ëï³ ÝáõÙ »Ýùª

x − a1 A1M−−−−−− = −−−−−£
a2 −a1 A1A2

y - b1 z − c1²Û¹ åÇ ëÇÝ ÏÉÇ Ý»Ý Ý³¨ −−−−−− ,  −−−−−−
b2 - b1 c2 − c1

Ñ³ ñ³ µ» ñáõÃÛáõÝ Ý» ñÁ£ Ð»ï¨³µ³ñ A1(a1; b1; c1) ¨ A2(a2; b2; c2) Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ

áõ ÕÇ ÕÁ ïñ íáõÙ ¿

x − a1 y − b1 z − c1−−−−− = −−−−− = −−−−
a2 −a1 b2 −b1 c2 −c1

Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ý» ñáí, »Ã» ³Û¹ Ï» ï» ñÇ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³Ý Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ

Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ ã»Ý£

¸Ç ï³ñ Ï»Ýù ³ÛÅÙ ³ÛÝ ¹»å ùÁ, »ñµ A1 ¨ A2 Ï» ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ Ù»ç Ï³Ý

Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ Ý»ñ£ ¸Ç óáõù c1 = c2 = c£ ²Û¹ ¹»å ùáõÙ A1A2 áõÕ ÕÇ µá Éáñ Ï» ï» ñÇ

Ñ³ Ù³ñ z = c ¨ »Ã» a1 ≠ a2, b1 ≠ b2, ³å³ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³Ý áõ ÕÇ ÕÁ ïñ íáõÙ ¿

x − a y − b1----------- = ---------{ a2 −a1 b2 −b1

z = c
Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áí£
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6.8 ì»ÏïáñÝ»ñÁ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç6.8 ì»ÏïáñÝ»ñÁ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç

Ð³ñ Ã³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹³ ëÁÝ Ã³ óáõÙ ïñ í³Í í»Ï ïá ñÇ ë³Ñ Ù³ Ýáõ ÙÁ å³Ñ -

å³Ý íáõÙ ¿ Ý³¨ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ£ AB í»Ï ïá ñÁ (·ñ íáõÙ ¿  !A#B) A ¨ B Ï» -
ï» ñáí ïñ íáÕ áõÕ Õáñ¹ í³Í Ñ³ï í³Í ¿, ÁÝ¹ áñáõÙ, ³é³ çÇÝ Ï» ïÁª A Ï» ïÁ,

Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ í»Ï ïá ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÁ, ÇëÏ B-Ýª í»ñç Ý³ Ï» ïÁ£

ì»ÏïáñÝ»ñÁ Ñ³×³Ë Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý Ý³¨ ÙÇ ï³éáíª  #a , #b , #c ¨ ³ÛÉÝ£

#a ¨ #b »ñ Ïáõ í»Ï ïáñ Ý»ñ Ïáã íáõÙ »Ý Ñ³ Ù³ ·ÇÍ (Ïá ÉÇ Ý» ³ñ), »Ã» Ýñ³Ýù ÁÝ -
Ï³Í »Ý ½áõ ·³ Ñ»é áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ Ï³Ù ÙÇ¨ÝáõÛÝ áõÕ ÕÇ íñ³ ¨ ï³ ñ³ ·ÇÍª Ñ³ Ï³ é³Ï
¹»å ùáõÙ£

ºÃ» »ñ Ïáõ áã ½ñá Û³ Ï³Ý !A#B ¨ !C#D í»Ï ïáñ Ý»ñ Ñ³ Ù³ ·ÇÍ »Ý, ÁÝ¹ áñáõÙ AB

¨ CD ×³ é³ ·³ÛÃ Ý» ñÁ Ñ³ ÙáõÕÕ í³Í »Ý, ³å³ !A#B ¨ !C#D í»Ï ïáñ Ý» ñÁ Ïáã íáõÙ »Ý

Ñ³ ÙáõÕÕ í³Í, ÇëÏ »Ã» ³Û¹ ×³ é³ ·³ÛÃ Ý» ñÁ Ñ³ ÙáõÕÕ í³Í ã»Ý, ³å³ !A#B ¨ !C#D
í»Ï ïáñ Ý» ñÁ Ïáã íáõÙ »Ý Ñ³ ÏáõÕÕ í³Í (ÑÇß »ó Ý»Ýù, áñ OA ¨ O1A1 ÙÇ áõÕ ÕÇ íñ³

ãÁÝ Ï³Í »ñ Ïáõ ×³ é³ ·³ÛÃ Ý»ñ Ïáã íáõÙ »Ý Ñ³ ÙáõÕÕ í³Í, »Ã» Ýñ³Ýù ½áõ ·³ Ñ»é

»Ý ¨ ÁÝ Ï³Í »Ý OO1 ë³Ñ Ù³ Ý³· Íáí ÏÇ ë³ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇó Ù» ÏáõÙ£ ØÇ áõÕ ÕÇ

íñ³ ÁÝ Ï³Í OA ¨ O1A1 ×³ é³ ·³ÛÃ Ý» ñÁ Ïáã íáõÙ »Ý Ñ³ ÙáõÕÕ í³Í, »Ã» Ýñ³Ýù

Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ »Ý, Ï³Ù Ýñ³Ý óÇó Ù»ÏÝ ÁÝ¹·ñ ÏáõÙ ¿ ÙÛáõ ëÁ)£ 

61

3. (û) A(−2; 3; 5) ¨ B(3; −1; 4) Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáõÙ ¿ áõ ÕÇÕ£ ¶ï»ù ³ÛÝ Ï» ï» -

ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, áñáÝ óáí ³Û¹ áõ ÕÇ ÕÁ Ñ³ ïáõÙ ¿ xoy, yoz ¨ zox Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛáõÝ Ý» ñÁ£

4. ¶ï»ù A(3; 2; 1) ¨ B(2; 1; 3) Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ áõÕ ÕÇ ¨ x = 3y + 2z = 11

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ï Ù³Ý Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£

5. (¹) ¶ï»ù A(1; −3; −5), B(2; 4; 6) ¨ C(−1; 2; −4) Ï» ï» ñÇó Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é

Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ£

6. (¹) ²å³ óáõ ó»ù, áñ x2 + y2 = r2(h − z)2 Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ 0 ≤ z ≤ h å³Û Ù³ ÝÇ ¹»å -

ùáõÙ ï³ ÉÇë ¿ áõ ÕÇÕ ßñ ç³ Ý³ ÛÇÝ Ïá ÝÇ ÏáÕÙ Ý³ ÛÇÝ Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£

7. (¹) ¶ñ»ù ³ÛÝ áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, áñÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ (3; 2; −2) Ï» ïáí, Ñ³ -

ïáõÙ ¿ Ox ³é³Ýó ùÁ ¨ x = 1, y = −2 áõ ÕÇ ÕÁ£

8. ¶ï»ù A(4; −3; 5) Ï» ïÇÝ x = y = z áõÕ ÕÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ñ³ Ù³ ã³÷ Ï» ïÇ Ïá -

áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£

9. ÆÝ ãÇ± ¿ Ñ³ í³ ë³ñ Ox ³é³Ýó ùÇ íñ³ ·ïÝ íáÕ M Ï» ïÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ

A(4; 5; −2) ¨ B(7; 6; 3) Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ áõÕ ÕÇó£

10. ¶ï»ù A(1; 1; 1) Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ ¨ x − 2y − 3z = 0, 2x + y − z = 2 Ñ³ í³ -

ë³ ñáõÙ Ý» ñáí ïñ íáÕ áõÕ ÕÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£ 
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ì»Ï ïáñ Ý» ñÁ Ïáã íáõÙ »Ý Ñ³ í³ ë³ñ, »Ã» Ýñ³Ýù Ñ³ ÙáõÕÕ í³Í »Ý, ¨ Ýñ³Ýó

»ñ Ï³ ñá ÃÛáõÝ Ý» ñÁ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý£ ÆÝã å»ë ¨ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ ¿ñ, ¹Å í³ñ ã¿

óáõÛó ï³É, áñ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í Ï» ïÇó Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ï» Õ³¹ ñ»É ïñ í³Í

í»Ï ïá ñÇÝ Ñ³ í³ ë³ñ ÙÇ ³ÛÝ Ù»Ï í»Ï ïáñ (³å³ óáõ ó»ù ÇÝù Ýáõ ñáõÛÝ)£
¼ñá Û³ Ï³Ý í»Ï ïá ñÁ, ³Û ëÇÝùÝª 0 »ñ Ï³ ñáõ ÃÛ³Ùµ í»Ï ïá ñÁ, Ñ³ Ù³ñ íáõÙ ¿

ó³Ý Ï³ ó³Í í»Ï ïá ñÇÝ Ñ³ Ù³ ·ÇÍ£

ÆÝã å»ë ¨ Ñ³ñ Ã³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ù»ç, |#a|-Ý #a í»Ï ïá ñÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõÝÝ ¿ (Ï³Ù
Ùá ¹áõ ÉÁ)£

ÜáõÛÝ Ï»ñå, ÇÝã å»ë Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ ¿ñ, ë³Ñ Ù³Ý íáõÙ ¿ í»Ï ïá ñÁ

Ãíáí µ³½ Ù³ å³ï Ï» Éáõ ·áñ Íá Õáõ ÃÛáõ ÝÁ. #b = k · #a Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ýß³ Ý³ -

ÏáõÙ ¿, áñ #b í»Ï ïá ñÁ Ñ³ Ù³ ·ÇÍ ¿ #a í»Ï ïá ñÇÝ ¨ |#b| = |k| · |#a|, ÁÝ¹ áñáõÙ, #b-Ç

áõÕ Õáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ ¿ #a-Ç áõÕ Õáõ ÃÛ³Ý Ñ»ï, »Ã» k > 0 ¨ áõ ÝÇ Ýñ³ Ñ³ Ï³ -
¹Çñ áõÕ Õáõ ÃÛáõ ÝÁ, »Ã» k < 0£

î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç, ÇÝã å»ë ¨ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ, ×Çßï »Ý í»Ï ïá ñÁ

Ãíáí µ³½ Ù³ å³ïÏ Ù³Ý ÑÇÙ Ý³ Ï³Ý Ï³ ÝáÝ Ý» ñÁª ó³Ý Ï³ ó³Í #a ¨ #b í»Ï ïáñ Ý» -
ñÇ ¨ ó³Ý Ï³ ó³Í x ¨ y Ãí» ñÇ Ñ³ Ù³ñ ï» ÕÇ áõ Ý»Ý Ñ»ï¨Û³É Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõÝ -

Ý» ñÁ.

(x · y)#a = x · (y#a)

x(#a + #b) = x#a + x#b
(x + y)#a = x#a + y#b

Ð³ Ù³Ý Ù³Ý Ó¨áíª ÇÝã å»ë ¨ Ñ³ñ Ã³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ù»ç ¿ñ, Ï³ ñ» ÉÇ ¿ óáõÛó ï³É,

áñ áñ å»ë ½Ç #a ¨ #b áã ½ñá Û³ Ï³Ý í»Ï ïáñ Ý» ñÁ ÉÇ Ý»Ý Ñ³ Ù³ ·ÇÍ, ³ÝÑ ñ³ Å»ßï ¿
¨ µ³ í³ ñ³ñ, áñ ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ Ý» Ý³ ³ÛÝ åÇ ëÇ k ÃÇ í, áñ 

#b = k · #a 
ÜÙ³Ý Ï»ñå, ÇÝã å»ë Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ ¿ñ, ë³Ñ Ù³Ý íáõÙ ¿ »ñ Ïáõ í»Ï -

ïáñ Ý» ñÇ ·áõ Ù³ñ Ù³Ý ·áñ Íá Õáõ ÃÛáõ ÝÁª

!A#B + !B#C = !A#C
ì»Ï ïáñ Ý» ñÇ ·áõ Ù³ñ Ù³Ýª Ñ³ñ Ã³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ù»ç áõ ëáõÙ Ý³ ëÇñ í³Í Ñ³ï -

Ïáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ ï» ÕÇ áõ Ý»Ý Ý³¨ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ¹Ç ï³ñÏ íáÕ í»Ï ïáñ Ý» ñÇ

Ñ³ Ù³ñ£ ì»ñ ÑÇß »Ýù ¹ñ³Ýùª 

#a + #b = #b + #a, (#a + #b) + #c = #a + (#b + #c)£
ºñ Ïáõ áã ½ñá Û³ Ï³Ý í»Ï ïáñ Ý»ñ Ïáã íáõÙ »Ý Ñ³ Ï³ ¹Çñ, »Ã» Ýñ³Ýó »ñ Ï³ ñáõ -

ÃÛáõÝ Ý» ñÁ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý, ¨ Ýñ³Ýù Ñ³ ÏáõÕÕ í³Í »Ý£

#a ¨ #b í»Ï ïáñ Ý» ñÇ ï³ñ µ» ñáõ ÃÛáõÝ Ïáã íáõÙ ¿ ³ÛÝ í»Ï ïá ñÁ, áñÇ ·áõ Ù³ ñÁ #b
í»Ï ïá ñÇ Ñ»ï Ñ³ í³ ë³ñ ¿ #a í»Ï ïá ñÇÝ£ #a ¨ #b í»Ï ïáñ Ý» ñÇ #a − #b ï³ñ µ» ñáõ -
ÃÛáõ ÝÁ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ·ï Ý»É 

#a − #b = #a + (−#b)
µ³Ý³Ó¨áí, áñï»Õ −#b-Ý #b í»ÏïáñÇ Ñ³Ï³¹ÇñÝ ¿£ 
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î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç »ñ Ïáõ ëÇó ³í» ÉÇ í»Ï ïáñ Ý» ñÇ ·áõ Ù³ ñáõ ÙÁ Ï³ ï³ñ íáõÙ ¿

³ÛÝ å»ë, ÇÝã å»ë Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ ¿ñ£ Ü³Ëª ³é³ çÇÝ í»Ï ïá ñÁ ·áõ Ù³ñ -

íáõÙ ¿ »ñÏ ñáñ ¹ÇÝ, ³Û Ýáõ Ñ»ï¨ ëï³ó í³Í í»Ï ïá ñÁ »ñ ñáñ ¹ÇÝ ¨ ³ÛÉÝ£ 
î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ Ñ³Ý ¹»ë ¿ ·³ ÉÇë ÙÇ Ýáñ ·³ Õ³ ÷³ñ£ #a, #b ¨ #c »ñ»ù

í»Ï ïáñ Ý»ñ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç Ïáã íáõÙ »Ý Ñ³ Ù³ Ñ³ñÃ (ÏáÙå É³ Ý³ñ), »Ã» ·á -

Ûáõ ÃÛáõÝ áõ ÝÇ ³Û¹ »ñ»ù í»Ï ïáñ Ý» ñÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ£ (ÐÇß »ó Ý»Ýù, áñ

½ñá Û³ Ï³Ý í»Ï ïá ñÁ Ñ³ Ù³ñ íáõÙ ¿ ½áõ ·³ Ñ»é ó³Ý Ï³ ó³Í áõÕ ÕÇ, ³é³ í»É ¨ë

ó³Ý Ï³ ó³Í Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý)£

²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í, í»Ï ïáñ Ý» ñÁ Ñ³ Ù³ Ñ³ñÃ »Ý, »Ã» ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ Ý»Ý ¹ñ³Ýó

Ñ³ í³ ë³ñ í»Ï ïáñ Ý»ñ, áñáÝù ÁÝ Ï³Í »Ý ÙÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»ç, Ï³Ù áñ ÝáõÛÝÝ ¿ª

»Ã» ³Û¹ í»Ï ïáñ Ý» ñÁ ÏÇ ñ³ é»Ýù (ï» Õ³¹ ñ»Ýù) ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ÙÇ Ï» ïÇó,

³å³ ¹ñ³Ýù ÏÁÝÏ Ý»Ý ÙÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»ç£ 

ºñ»ù ï³ ñ³ Ñ³ñÃ í»Ï ïáñ Ý» ñÇ ·áõ -

Ù³ ñÁ ·ï Ý» Éáõ Ñ³ Ù³ñ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ û·ï í»É

Ñ»ï¨Û³É Ï³ Ýá ÝÇó, áñÁ Ïáã íáõÙ ¿ ½áõ -

·³ Ñ» é³ ÝÇë ïÇ Ï³ ÝáÝ£ ¸Ç óáõù #a, #b ¨

#c-Ý ï³ ñ³ Ñ³ñÃ í»Ï ïáñ Ý»ñ »Ý£ î³ -
ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý O Ï» ïÇó ï» -

Õ³¹ ñ»Ýù !O#A = #a, !O#B = #b ¨ !O#C = #c í»Ï -
ïáñ Ý» ñÁ ¨ Ï³ éáõ ó»Ýù ½áõ ·³ Ñ» é³ -

ÝÇëïª ³ÛÝ å»ë, áñ OA, OB ¨ OC Ñ³ï -

í³Í Ý» ñÁ ÉÇ Ý»Ý Ýñ³ Ïá Õ» ñÁ (ÝÏ. 41):

²Û¹ ¹»å ùáõÙ ½áõ ·³ Ñ» é³ ÝÇë ïÇ OD

³ÝÏ Ûáõ Ý³· Íáí ¿É Ñ»Ýó å³ï Ï»ñ íáõÙ ¿

#a, #b ¨ #c í»Ï ïáñ Ý» ñÇ ·áõ Ù³ ñÁª

!O#D = #a + #b + #c£
Æñáù, 

!O#D = !O#E + !E#D = (!O#A + !A#E) + !E#D = !O#A + !O#B + !O#C = #a + #b + #c £
ÖÇßï ¿ Ñ»ï¨Û³É åÝ ¹áõ ÙÁª (»ñ»ù í»Ï ïáñ Ý» ñÇ Ñ³ Ù³ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³Û ï³ -

ÝÇß Á)£

àñ å»ë ½Ç #a, #b ¨ #c í»Ï ïáñ Ý» ñÁ ÉÇ Ý»Ý Ñ³ Ù³ Ñ³ñÃ, ³ÝÑ ñ³ Å»ßï ¿ ¨ µ³ í³ -
ñ³ñ, áñ ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ Ý» Ý³Ý x, y ¨ z Ãí»ñ, áñáÝù ÙÇ ³ Å³ Ù³ Ý³Ï Ñ³ í³ ë³ñ ã»Ý
0, ³ÛÝ å»ë, áñ

x ·#a + y ·#b + z ·#c = 0 (1)

²ÝÑ ñ³ Å»ß ïáõ ÃÛáõ ÝÁ.²ÝÑ ñ³ Å»ß ïáõ ÃÛáõ ÝÁ. ¸Ç óáõù #a, #b ¨ #c-Ý Ñ³ Ù³ Ñ³ñÃ »Ý£ ÆÝã å»ë ³ñ ¹»Ý
Ýß» óÇÝù, »Ã» ³Û¹ í»Ï ïáñ Ý» ñÁ ï» Õ³¹ ñ»Ýù ÙÇ Ï» ïÇó, ¹ñ³Ýù Ï·ïÝ í»Ý ÙÇ

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»ç£ ºÃ» ¹ñ³Ý óÇó ·á Ý» Ù» ÏÁ (ûñÇ Ý³Ï #a-Ý) ½ñá Û³ Ï³Ý í»Ï ïáñ ¿,

³å³ í»ñó Ý» Éáí x = 5, y = 0, z = 0, Ïë ï³ Ý³Ýùª

5 ·#0 + 0 ·#b + 0 ·#c = 0, 

ÜÏ. 41
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³Û ëÇÝùÝ (1) å³Û Ù³ ÝÁ ï» ÕÇ áõ ÝÇ. ÙÝáõÙ ¿ ùÝ Ý³ñ Ï»É ³ÛÝ ¹»å ùÁ, »ñµ #a, #b, #c-Ý
ÙÇ¨ÝáõÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ å³ï Ï³ ÝáÕ áã ½ñá Û³ Ï³Ý í»Ï ïáñ Ý»ñ »Ý£ 

ºÃ» ¹ñ³Ý óÇó áñ¨¿ »ñ Ïáõ ëÁ (ûñÇ Ý³Ï #a-Ý ¨ #b-Ý) Ñ³ Ù³ ·ÇÍ »Ý, ³å³ ÇÝã å»ë

·Ç ï»Ýù, ï» ÕÇ áõ ÝÇ #a = k ·#b, k ≠ 0 å³Û Ù³ ÝÁ. áõë ïÇ í»ñó Ý» Éáí x = 1, y = −k, z = 0,

ëï³ ÝáõÙ »Ýùª x ·#a + y ·#b + z ·#c = #a − k ·#b = 0, ³Û ëÇÝùÝ Ýá ñÇó ï» ÕÇ áõ ÝÇ (1)
å³Û Ù³ ÝÁ£

ºí í»ñ ç³ å»ë, »Ã» #a, #b, #c ÙÇ¨ÝáõÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ å³ï Ï³ ÝáÕ í»Ï ïáñ Ý» -

ñÇ Ù»ç Ï³ ·á Ý» Ù»Ï áã Ñ³ Ù³ ·ÇÍ ½áõÛ· (ûñÇ Ý³Ï #a ¨ #b), ³å³ ÇÝã å»ë ·Ç ï»Ýù

Ñ³ñ Ã³ ã³ ÷áõ ÃÛáõ ÝÇó, Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í í»Ï ïáñ, Ù³ë Ý³ íá ñ³ å»ë #c
í»Ï ïá ñÁ, ÙÇ ³Ï Ó¨áí í»ñ ÉáõÍ íáõÙ ¿ Áëï ³Û¹ í»Ï ïáñ Ý» ñÇª 

c = α ·#a + β ·#b
áõë ïÇ í»ñó Ý» Éáí x = α, y = β, z = −1, ëï³ ÝáõÙ »Ýùª α ·#a + β ·#b − 1 ·#c = 0, ³Û -
ëÇÝùÝ (1) å³Û Ù³ ÝÁ ×Çßï ¿£ 

´³ í³ ñ³ ñáõ ÃÛáõÝ.´³ í³ ñ³ ñáõ ÃÛáõÝ. ¸Ç óáõù ³ÛÅÙ ï» ÕÇ áõ ÝÇ (1) å³Û Ù³ ÝÁ£ àñáß ³ ÏÇ áõ -

ÃÛ³Ý Ñ³ Ù³ñ »Ý Ã³¹ ñ»Ýù x ≠ 0£ ²Û¹ ¹»å ùáõÙ (1) å³Û Ù³ ÝÇó Ïë ï³ Ý³Ýùª

y z#a = − −− #b − −− #c
x x

¨ ù³ ÝÇ áñ ó³Ý Ï³ ó³Í m ¨ n Ãí» ñÇ Ñ³ Ù³ñ m ·#b + n ·#c í»Ï ïá ñÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ #a
¨ #c í»Ï ïáñ Ý» ñÁ å³ ñáõ Ý³ ÏáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»ç, ³å³ ëï³ ÝáõÙ »Ýù, áñ #a, #b
¨ #c ÙÇ Ï» ïÇó ÏÇ ñ³é í³Í í»Ï ïáñ Ý» ñÁ å³ï Ï³ ÝáõÙ »Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ -

ÝÁ, ³Û ëÇÝùÝ Ñ³ Ù³ Ñ³ñÃ »Ý£ ∇

6.96.9 Â»áñ»Ùª ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í Â»áñ»Ùª ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ó³ÝÏ³ó³Í 

í»ÏïáñÁ »ñ»ù áã Ñ³Ù³Ñ³ñÃ í»ÏïáñÝ»ñáíí»ÏïáñÁ »ñ»ù áã Ñ³Ù³Ñ³ñÃ í»ÏïáñÝ»ñáí

Ý»ñÏ³Û³óÝ»Éáõ Ù³ëÇÝÝ»ñÏ³Û³óÝ»Éáõ Ù³ëÇÝ

¸Ç óáõù #a, #b ¨ #c-Ý »ñ»ù áã Ñ³ Ù³ Ñ³ñÃ í»Ï ïáñ Ý»ñ »Ý, #m-Áª ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý

Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý í»Ï ïáñ£ ²ñ ï³ Ñ³Ûï »É #m í»Ï ïá ñÁ #a, #b ¨ #c í»Ï ïáñ Ý» ñáí (³ÛÉ

Ï»ñå ³ë³Íª #m í»Ï ïá ñÁ í»ñ Éáõ Í»É Áëï #a, #b ¨ #c í»Ï ïáñ Ý» ñÇ) Ýß³ Ý³ ÏáõÙ ¿
·ï Ý»É ³ÛÝ åÇ ëÇ x, y ¨ z Ãí»ñ, áñ ï» ÕÇ áõ Ý» Ý³

#m = x#a + y#b + z#c
Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£



65

Â» á ñ»Ù 6.2 Â» á ñ»Ù 6.2 (ì»Ï ïá ñÇ í»ñ ÉáõÍ Ù³Ý ÙÇ ³ Ïáõ ÃÛ³Ý Ù³ ëÇÝ)

î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í í»Ï ïáñ Ï³ ñáÕ ¿ í» ñ³Í í»É ïñ í³Í »ñ»ù áã Ñ³ -
Ù³ Ñ³ñÃ í»Ï ïáñ Ý» ñáí, ÁÝ¹ áñáõÙ ÙÇ ³Ï Ó¨áí£

²å³ óáõÛó.²å³ óáõÛó. ¸Ç óáõù #a, #b ¨ #c-Ý ïñ í³Í »ñ»ù áã Ñ³ Ù³ Ñ³ñÃ í»Ï ïáñ Ý»ñÝ »Ý,

#m-Á ó³Ý Ï³ ó³Í í»Ï ïáñ ¿£ Î³ ñáÕ »Ýù Ñ³ Ù³ -
ñ»É, áñ ³Û¹ ãáñë í»Ï ïáñ Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÁ

ÙÇ¨ÝáõÛÝ ú Ï»ïÝ ¿£ øÝ Ý³ñ Ï»Ýù ëÏ½ µáõÙ ³ÛÝ

¹»å ùÁ, »ñµ #m í»Ï ïá ñÁ ãÇ å³ï Ï³ ÝáõÙ #a, ¨ #b,

#b ¨ #c, #c ¨ #a í»Ï ïáñ Ý» ñÇ ½áõÛ ·» ñáí áñáß íáÕ
Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇó áã Ù» ÏÇÝ£ M-áí Ýß³ Ý³ Ï»Ýù

#m í»Ï ïá ñÇ í»ñç Ý³ Ï» ïÁ£ Î³ éáõ ó»Ýù ÙÇ ½áõ -
·³ Ñ» é³ ÝÇëï, áñÇ Ñ³ Ù³ñ OM-Á ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ·ÇÍ

¿, ÇëÏ Ïá Õ» ñÁ ½áõ ·³ Ñ»é »Ý #a, #b ¨ #c í»Ï ïáñ Ý» -
ñÇÝ (ÝÏ. 42)£ Üß³ Ý³ Ï»Ýù ³Û¹ ½áõ ·³ Ñ» é³ -

ÝÇë ïÁ OAKBCLMN£

Üß³ Ý³ Ï»Ýù O#A = x#a, !!O#B = !A#K = y#b, !!K#M = !!O#C = z#c£ àõëïÇª

#m = !!O#M = !O#A + !A#K + !!K#M = x#a + y#b + z#c £

²Ûë åÇ ëáí, ³å³ óáõ ó» óÇÝù, áñ ó³Ý Ï³ ó³Í #m í»Ï ïáñ Ï³ ñáÕ ¿ Ý»ñ Ï³ Û³ó -

í»É #m = x#a + y#b + z#c ï»ë ùáí£ ØÝáõÙ ¿ óáõÛó ï³É, áñ ³Û¹ åÇ ëÇ Ý»ñ Ï³ Û³ óáõ ÙÁ
ÙÇ ³ÏÝ ¿£

ºÝ Ã³¹ ñ»Ýù Ñ³ Ï³ é³ ÏÁª ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ ÝÇ (x1; y1; z1) Ãí» ñÇ ³ÛÉ Ñ³ í³ ù³ Íáõ,

áñÁ ï³ñ µ»ñ ¿ (x; y; z)-Çó, áñÇ Ñ³ Ù³ñ ÝáõÛÝ å»ë ×Çßï ¿ 

#m = x1#a + y1#b + z1#c
Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£ #m í»Ï ïá ñÇ ÙÇ Ý»ñ Ï³ Û³ óáõ ÙÇó Ñ³ Ý» Éáí ÙÛáõ ëÁ, Ïë ï³ Ý³Ýùª

(x − x1)#a + (y − y1)#b + (z − z1)#c = 0:

ºÃ», ûñÇ Ý³Ï, x ≠ x1, ³å³ í»ñ çÇÝ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõ ÝÇó #a í»Ï ïá ñÁ Ï³ñ ï³ -

Ñ³Ûï íÇ #b-áí ¨ #c-áíª

y − y1 z − z1#a = − −−−−− #b − −−−−− #c = k#b + p#c :
x − x1 x − x1

¸³ Ýß³ Ý³ ÏáõÙ ¿, áñ #a í»Ï ïá ñÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ #b ¨ #c í»Ï ïáñ Ý» ñáí áñáß íáÕ

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»ç, ³Û ëÇÝùÝª  #a, #b ¨ #c-Ý Ñ³ Ù³ Ñ³ñÃ »Ý, ÇÝãÁ Ñ³ Ï³ ëáõÙ ¿ Ù»ñ
»Ý Ã³ ¹ñáõ ÃÛ³ ÝÁ£

²ÛÝ ¹»å ùáõÙ, »ñµ #m å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿, ûñÇ Ý³Ï, #a, ¨ #b í»Ï ïáñ Ý» ñáí áñáß íáÕ

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ, ³å³, ÇÝã å»ë ·Ç ï»Ýù Ñ³ñ Ã³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹³ ëÁÝ Ã³ óÇó, #m-Á ÙÇ -

ÜÏ. 42
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³Ï Ó¨áí Ý»ñ Ï³ Û³ó íáõÙ ¿ #a ¨ #b í»Ï ïáñ Ý» ñÇ ÙÇ çá óáí ¨ Ñ»ï¨³µ³ñ Ïë ï³ Ý³Ýù

#m = x#a + y#b + 0 ·#c
Ý»ñ Ï³ Û³ óáõ ÙÁ£ ¸ñ³ Ýáí ÇëÏ Ã» á ñ» ÙÁ ÉÇ á íÇÝ ³å³ óáõó í³Í ¿£∇

x, y, z Ãí» ñÁ ³Ý í³ ÝáõÙ »Ý #m í»Ï ïá ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý»ñ #a, #b ¨ #c í»Ï ïáñ Ý» -

ñáí ïñ íáÕ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ£ ºÃ» #a, #b ¨ #c-Ý ½áõÛ· ³é ½áõÛ· ÷á -
ËáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ÙÇ ³ íáñ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛ³Ùµ í»Ï ïáñ Ý»ñ »Ý, ³å³ ëï³ ÝáõÙ »Ýù ¹» -

Ï³ñï Û³Ý Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Á£ (Î³ Ù³ Û³ Ï³Ý »ñ»ù áã Ñ³ Ù³ Ñ³ñÃ

í»Ï ïáñ Ý» ñáí ïñ íáÕ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Á Ïáã íáõÙ ¿ ³ýÇ Ý³ Ï³Ý)£

¼áõÛ· ³é ½áõÛ· ÷á ËáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ÙÇ ³ íáñ í»Ï ïáñ Ý» ñÇ »é Û³ ÏÁ Ýß³ Ý³ Ï»Ýùª #i,
#j, #k £ ¸ñ³Ýù ÏáãíáõÙ »Ý Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ í»ÏïáñÝ»ñ£ Ø³ë Ý³ íá ñ³ å»ë, »Ã»

(x, y, z)-Á M Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý»ñÝ »Ý ú ëÏ½µ Ý³ Ï» ïáí ¨ #i, #j, #k »é Û³ Ïáí ïñ -
íáÕ ¹» Ï³ñï Û³Ý Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ, ³å³

!!O#M = x#i + y#j + z#k
ÆëÏ »Ã» M1 (x1; y1; z1)-Á ¨ M2(x2; y2; z2)-Á ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í »ñ Ïáõ

Ï» ï»ñ »Ý, ³å³ !!M!1#M2 í»Ï ïá ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý»ñ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ (x2 − x1; y2 −y1;

z2 − z1) Ãí» ñÇ »é Û³ ÏÁ, ù³ÝÇ áñ 

!M!!1#M2 = !O!#M2 − !O!#M1£

²Ûë åÝ ¹áõ ÙÁ Ñ»ï¨áõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É Ï³ ÝáÝ Ý» ñÇó, áñáÝù ³å³ óáõó íáõÙ »Ý

×Çßï ³ÛÝ å»ë, ÇÝã å»ë ¹³ ³ñ íáõÙ ¿ñ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ å³ï Ï³ ÝáÕ í»Ï ïáñ Ý» ñÇ

Ñ³ Ù³ñª

ºñ Ïáõ í»Ï ïáñ Ý» ñÇ ·áõ Ù³ ñÇ (ï³ñ µ» ñáõ ÃÛáõÝ) Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ïÁ
Ñ³ í³ ë³ñ ¿ ³Û¹ í»Ï ïá ñÇ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³Ý Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ·áõ Ù³ ñÇÝ
(ï³ñ µ» ñáõ ÃÛ³ ÝÁ)£

²Û ëÇÝùÝ »Ã» #a(x1, y1, z1) ¨ #b (x2, y2, z2) ïñ í³Í í»Ï ïáñ Ý»ñ »Ý, ³å³ #a ± #b
í»Ï ïáñÝ áõ ÝÇ (x1 ± x2, y1 ± y2, z1 ± z2) Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£

ì»Ï ïá ñÇ ¨ ÃíÇ ³ñ ï³¹ñ Û³ ÉÇ Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ïÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿
í»Ï ïá ñÇ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³Ý Ïá áñ ¹Ç Ý³ ïÇ ¨ ³Û¹ ÃíÇ ³ñ ï³¹ñ Û³ ÉÇÝ£

²Û ëÇÝùÝ, »Ã» #a(x; y; z) -Á ïñ í³Í í»Ï ïáñ ¿, k-Ýª ïñ í³Í ÃÇí, ³å³ k ·#a í»Ï -

ïáñÝ áõ ÝÇ (kx; ky; kz) Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£



6.10 ì»ÏïáñÝ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ 6.10 ì»ÏïáñÝ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ 

ÐÇß »ó Ý»Ýù Ñ³ñ Ã³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹³ ëÁÝ Ã³ óáõÙ ïñ í³Í »ñ Ïáõ í»Ï ïáñ Ý» ñÇ

ëÏ³É Û³ñ ³ñ ï³¹ñ Û³ ÉÇ ë³Ñ Ù³ Ýáõ ÙÁ£

¸Ç óáõù #a-Ý ¨ #b-Ý »ñ Ïáõ í»Ï ïáñ Ý»ñ »Ý, ϕ Ýñ³Ý óáí Ï³½Ù í³Í ³ÝÏ ÛáõÝÝ ¿£
²Û¹ ¹»å ùáõÙª

#a ·#b = |#a| · |#b| · cos ϕ
²Ûë ï»Õ #a ·#b-Ý #a ¨ #b í»Ï ïáñ Ý» ñÇ ëÏ³É Û³ñ ³ñ ï³¹ñ Û³ÉÝ ¿£

²Ûë ë³Ñ Ù³ Ýáõ ÙÁ å³Ñ å³Ý íáõÙ ¿ Ý³¨ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý #a ¨ #b í»Ï ïáñ Ý» ñÇ
Ñ³ Ù³ñ£

êÏ³É Û³ñ ³ñ ï³¹ñ Û³ ÉÇ ë³Ñ Ù³ Ýáõ ÙÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿ ÙÇ ß³ï Ï³ñ¨áñ Ñ³ï Ïáõ -

ÃÛáõÝ, áñÁ Ñ³ ×³Ë û· ï³ ·áñÍ íáõÙ ¿ ï³ñ µ»ñ ËÝ ¹Çñ Ý» ñÇ ÉáõÍ Ù³Ý Å³ Ù³ Ý³Ï.
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ÊÝ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ ç³¹ ñ³Ýù Ý»ñ, Ñ³ñ ó»ñÊÝ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ ç³¹ ñ³Ýù Ý»ñ, Ñ³ñ ó»ñ

1. ¸Ç óáõù A(0; 0; 1), B(3; 0; 2), C(−1; −1; −1), D(4; −3; 0)£ ¶ï»ù Ñ»ï¨Û³É

»ñ Ïáõ í»Ï ïáñ Ý» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁª !A#B + !!C#D ¨  !A#B + 2!!B#C + 3!!C#D + 4!!D#A£
2. Ð³Ûï ÝÇ »Ý ABCA1B1C1 åñÇ½ Ù³ ÛÇ ãáñë ·³ ·³Ã Ý» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁª

A (0; 0; 1), B(2; 1; 1), A1 (3; 0; −2), C1(2; 2; −1)£ 

¶ï»ù ÙÝ³ ó³Í »ñ Ïáõ ·³ ·³Ã Ý» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£
3. Ð³Ûï ÝÇ »Ý ABCDA1B1C1D1 ½áõ ·³ Ñ» é³ ÝÇë ïÇ ãáñë ·³ ·³Ã Ý» ñÇ Ïá áñ -

¹Ç Ý³ï Ý» ñÁª 

³) A(1; 0; −1), B(2; −1; 1), C(3; 0; 0), C1(1; 2; 2),

µ) A(−2; 1; 0), C(0; 1; 2), B1(−3; 1; 0), D1(−3; 0; 2)£

¶ï»ù ÙÝ³ ó³Í ãáñë ·³ ·³Ã Ý» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ

4. Ü³ Ëáñ¹ ËÝ¹ ñÇ Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ ³) ¨ µ) »Ý Ã³ Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ñ ·ï Ý»É 

!A#B + !!C#D,  !A#A1 + !!B#B1,  !A#B + !!B#C1 + !!C#D1 + !!D#A1 í»Ï ïáñ Ý» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï -

Ý»ñÁ£

5. #a(1; 2; 3) í»Ï ïá ñÁ Ý»ñ Ï³ Û³ó ñ»ù #m(1; 1; 0), #n(1; 0; 1), #p(0; 1; 1) í»Ï -
ïáñ Ý» ñáí£

6. îí³Í ¿ ABCDA1B1C1D1 ½áõ ·³ Ñ» é³ ÝÇë ïÁ£  

³) ²ñ ï³ Ñ³Û ï»ù  !A#B1,  !B#D1,  !C#A1, !D#B1 í»Ï ïáñ Ý» ñÁ  !A#B1,  !A#D ¨ !A#A1-áí£

µ) ²ñ ï³ Ñ³Û ï»ù   !A#B1,  !A#D ¨ !A#A1 í»Ï ïáñ Ý» ñÁ !A#C1,  !B#D1 ¨ !C#A1-áí£

·) ²ñ ï³ Ñ³Û ï»ù   !A#C1,  !A#D ¨ !A#A1 í»Ï ïáñ Ý» ñÁ  !A#B1,  !A#D1 ¨ !A#C-áí£
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ºñ Ïáõ áã ½ñá Û³ Ï³Ý í»Ï ïáñ Ý»ñ ÷á ËáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó »Ý ³ÛÝ ¨ ÙÇ ³ÛÝ ³ÛÝ

¹»å ùáõÙ, »ñµ Ýñ³Ýó ëÏ³É Û³ñ ³ñ ï³¹ñ Û³ ÉÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 0-Ç£

êÏ³É Û³ñ ³ñ ï³¹ñ Û³ ÉÇ Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ.

1. #a ·#a = #a2 = |#a|2

2. |#a ·#b| ≤ |#a| · |#b|

3. a ·#b = #b ·#a
4. (x#a) ·#b = x(#a ·#b)

5. #a · #(b + #c) = #a ·#b + #a ·#c
5-ñ¹ Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõ ÝÇó µ³ óÇ, µá Éáñ Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ ³ÏÝ Ñ³Ûï »Ý£ Ð³ñ Ã³ -

ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹³ ëÁÝ Ã³ óáõÙ µ»ñ í³Í 5-ñ¹ Ñ³ï Ïáõ ÃÛ³Ý ³å³ óáõÛ óÁ Ñ³ Ù³ñ Û³

µ³ é³ óÇ á ñ»Ý å³Ñ å³Ý íáõÙ ¿ Ý³¨ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ£ ÐÇß »ó Ý»Ýù ³ÛÝ£

¸Ç ï³ñ Ï»Ýù ¹» Ï³ñï Û³Ý Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Á, áñáõÙ Ox ³é³Ýó ùÁ

áõÕÕ í³Í ¿ #a í»Ï ïá ñáí, ³Û ëÇÝùÝª #a í»Ï ïá ñÁ ³Û¹ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ áõ ÝÇ (|#a|; 0; 0)

Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£ ̧ Ç óáõù ³Û¹ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ #b ¨ #c í»Ï ïáñ Ý» -

ñÁ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ áõ Ý»Ý (x1, y1, z1) ¨ (x2, y2, z2) Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£

ÜÏ³ ï»Ýù, áñ »Ã» áñ¨¿ #m í»Ï ïáñ ³Û¹ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ

áõÝÇ (x; y; z) Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý»ñ, ³å³ x = #|m| cosϕ, áñ ï»Õ ϕ-Ý #a ¨ #m í»Ï ïáñ Ý» -
ñÇ Ï³½ Ù³Í ³ÝÏ ÛáõÝÝ ¿£ Üß³ Ý³ ÏáõÙ ¿ª

#a ·#m = |#a| · #|m| · cos ϕ = |#a| · x£
²Ûë åÇ ëáí,

#a · #b = |#a|x1, #a · #c = |#a|x2, #a · (#b + #c) = #a · (x1 + x2)

³Û ëÇÝùÝª

#a · (#b + #c) = #a · #b + #a · #c £

3, 4 ¨ 5 Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ í»Ï ïáñ ³Ï³Ý Ù» Íáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ

ëÏ³É Û³ñ µ³½ Ù³ å³ïÏ Ù³Ý ¹»å ùáõÙ ÷³ Ï³· Í» ñÁ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ µ³ ó»É ëá íá ñ³ -

Ï³Ý Ï³ ÝáÝ Ý» ñáí£ Ø³ë Ý³ íá ñ³ å»ë, »Ã» #a ¨ #b í»Ï ïáñ Ý» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ #i,
#j, #k í»Ï ïáñ Ý» ñáí ïñ íáÕ ¹» Ï³ñï Û³Ý Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ Ñ³ Ù³ -

å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ (x1; y1; z1) ¨ (x2; y2; z2) »é Û³Ï Ý»ñÝ »Ý, áñ ï»Õ #i, #j, #k ½áõÛ· ³é

½áõÛ· ÷á ËáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ÙÇ ³ íáñ  í»Ï ïáñ Ý»ñ »Ý, ³å³ ¹Å í³ñ ã¿ ëï³ Ý³É µ³ Ý³Ó¨,

áñÁ ëÏ³É Û³ñ ³ñ ï³¹ñ Û³ ÉÁ ³ñ ï³ Ñ³Û ïáõÙ ¿ í»Ï ïáñ Ý» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñáíª

#a · #b = (x1#i + y1#j + z1#k)·(x2#i + y2#j + z2#k) = x1x2#i 2 + x1x2#i#j + ... + z1z2#k 2 =
= x1x2 + y1y2 + z1z2£

²Ûë ï»Õ Ù»Ýù û·ï í» óÇÝù Ýñ³ ÝÇó, áñ 

#i2 =#j2 = #k2 = 1, #i#j = #i#k = #k#j = 0:£
²Ù ñ³· ñ»Ýù ³Ûë µ³ Ý³Ó¨Á, áñ å»ë ëÏ³É Û³ñ ³ñ ï³¹ñ Û³ ÉÇ ̈ ë Ù»Ï Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõÝª

6. #a · #b = x1x2 + y1y2 + z1z2, áñ ï»Õ (x1; y1; z1)-Á ¨ (x2; y2; z2)-Á #a ¨ #b í»Ï ïáñ -

Ý» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý»ñÝ »Ý ¹» Ï³ñï Û³Ý Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ£
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ÊÝ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ ç³¹ ñ³Ýù Ý»ñ, Ñ³ñ ó»ñÊÝ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ ç³¹ ñ³Ýù Ý»ñ, Ñ³ñ ó»ñ

1. ¶ï»ù í»Ï ïáñ Ý» ñÇ Ï³½ Ù³Í ³ÝÏ Ûáõ ÝÁª

³) #a (−3; 0) ¨ #b (5; 0; −12);

µ) #a (1; 2; 3) ¨ #b (2; 3; 4);

·) #a (−1; −2; 3) ¨ #b (1; −2; −3) £

2. (û) ²å³ óáõ ó»ù, áñ #n (a; b; c) í»Ï ïá ñÁ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ ax + by + cz + d = 0
Ñ³ í³ ë³ ñáõ Ùáí ïñ íáÕ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ£

3. ú·ï í» Éáí Ý³ Ëáñ¹ ËÝ¹ ñÇ ³ñ¹ ÛáõÝ ùÇó, ·ï»ù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ Ï³½ Ù³Í

³ÝÏ Ûáõ ÝÁ.

³) 3x − 2y + z = 3 ¨ 2x + y − z = 1 ,

µ) x + y + z + 1 = 0 ¨ x −2y − 3z = 0£

4. ABCDA1B1C1D ½áõ ·³ Ñ» é³ ÝÇë ïáõÙ Ñ³Ûï ÝÇ »Ýª AB = 2, AA1 = 3, AD = 4, 

∠BAD = 90°, ∠BAA1 = 60°, ∠DAA1 = 45°£ ¶ï»ù AC1-Á£

5 (Ï) ABCDA1B1C1D1 Ëá ñ³ Ý³ñ ¹áõÙ ·ï»ù AC1 ¨ BD1, AB1 ¨ BC1 áõ ÕÇÕ Ý» -

ñÇ Ï³½ Ù³Í ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÁ£
6. ¶ï»ù 1, 2 ¨ 3 Ïá Õ»ñ áõ Ý» óáÕ áõÕ Õ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ÝÇë ïÇ ³ÝÏ Ûáõ Ý³· Í» ñÇ µá -

Éáñ ÑÝ³ ñ³ íáñ ½áõÛ ·» ñáí Ï³½Ù í³Í ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÁ£
7. ²å³ óáõ ó»ù, áñ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í A, B, C ¨ D Ï» ï» ñÇ Ñ³ Ù³ñ

ï» ÕÇ áõ ÝÇ !A#B · !C#D + !A#C · !D#B + !A#D · !B#C = 0 Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£ 
8. îí³Í ¿ A(1, 2, 3) Ï» ïÁ£ Îá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ ³é³Ýóù Ý» ñÇ íñ³ ·ï»ù K, N

¨ M Ï» ï»ñÝ ³ÛÝ å»ë, áñ KA, NA ¨ MA áõ ÕÇÕ Ý» ñÁ ÉÇ Ý»Ý ÷á ËáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó£

9. (¹Ï) î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ÙÇ Ï» ïÇó ¹áõñë »Ý ·³ ÉÇë ãáñë ×³ é³ ·³ÛÃ Ý»ñ£ ²å³ -

óáõ ó»ù, áñ ×³ é³ ·³ÛÃ Ý» ñÇ µá Éáñ ½áõÛ ·» ñÇ Ï³½ Ù³Í ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÇ Ïá ëÇ Ýáõë Ý» -

ñÇ ·áõ Ù³ ñÁ ÷áùñ ã¿ −2-Çó£ 
10 (¹) ²å³ óáõ ó»ù, áñ ó³Ý Ï³ ó³Í ï»ïñ³»¹ñÇ µá Éáñ »ñÏ ÝÇëï ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» -

ñÇ Ïá ëÇ Ýáõë Ý» ñÇ ·áõ Ù³ ñÁ Ù»Í ã¿ 2-Çó£ 

11 (¹) ²å³ óáõ ó»ù, áñ »é³ ÝÇëï ³ÝÏ Û³Ý Ñ³ñÃ ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÇ ÏÇëáñ¹Ý»ñáí

Ï³½Ù í³Í µá Éáñ »ñ»ù ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÁ ÙÇ ³ Å³ Ù³ Ý³Ï Ï³Ù ëáõñ »Ý, Ï³Ù µáõÃ,

Ï³Ù áõ ÕÇÕ£

Èñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñ §Îááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñ ¨ í»ÏïáñÝ»ñ¦Èñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñ §Îááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñ ¨ í»ÏïáñÝ»ñ¦

µ³ÅÝÇóµ³ÅÝÇó

1. îí³Í »Ý ABCD ½áõ ·³ Ñ» é³· ÍÇ »ñ»ù ·³ ·³Ã Ý» ñÁª A(1; 0); B(2; 3); C(3; 2)£

¶ï»ù ãáñ ñáñ¹ ·³ ·³ ÃÇ ¨ ³ÝÏ Ûáõ Ý³· Í» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý»ñÁ£ 

2. ²å³ óáõ ó»ù, áñ A(4; 1); B(0; 4); C(−3; 0); D(1; −3) ·³ ·³Ã Ý» ñáí ù³ -

é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ ù³ é³ Ïáõ ëÇ ¿£
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3. ¶ï»ù A(−1; 2; 0) ¨ B(0; −3; 5) Í³Û ñ³ Ï» ï» ñáí Ñ³ï í³ ÍÇ ÙÇç Ý³ Ï» ïÇ

Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£ 

4. ¶ï»ù A(1; 2; 3), B(−2; 4; −1), C(−3; 5; −6) ·³ ·³Ã Ý» ñáí »é³ÝÏ Û³Ý ÙÇç -

Ý³· Í» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£ ¶ï»ù Ý³¨ ³ÛÝ åÇ ëÇ D Ï» ïÇ Ïá -

áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, áñÇ Ñ³ Ù³ñ ABCD-Ý ½áõ ·³ Ñ» é³ ·ÇÍ ¿£
5. ¸Ç óáõù »é³ÝÏ Û³Ý ·³ ·³Ã Ý» ñÁ ·ïÝ íáõÙ »Ý Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ ³é³Ýóù -

Ý» ñÇ íñ³£ ²å³ óáõ ó»ù, áñ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÇ åñá Û»Ï óÇ ³Ý ³Û¹

»é³ÝÏ Û³Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ ¿ ³Û¹ »é³ÝÏ Û³Ý µ³ñÓ ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÝ

ÁÝ¹·ñÏáÕ áõÕÇÕÝ»ñÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ïÇ Ñ»ï£ 

6. ¸Ç óáõù A, B ¨ C-Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý Ï» ï»ñ »Ý, ÇëÏ α, β, γ-Ý

³ÛÝ åÇ ëÇ »ñ»ù Ãí»ñ, áñ α + β + γ = 1£ ¸Ç óáõù !O#M = α · !O#A + β · !O#B + γ · !O#C,
áñ ï»Õ O-Ý Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý Ï»ï ¿£ ²å³ óáõ ó»ù, áñ M Ï» ïÁ å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿ ABC

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ, ÁÝ¹ áñáõÙ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í M Ï»ïÇ Ñ³Ù³ñ !O#M-Á
ÙÇ ³Ï Ó¨áí ¿ Ý»ñ Ï³ Û³ó íáõÙ ³Û¹ ï»ë ùáí£

7. ¶ï»ù A(5; 6; −7) Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ ¨ 4x + 2y − 3z = 1 Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ ½áõ ·³ -

Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£ 

8. ²å³ óáõ ó»ù, áñ 4x − 2y − 3z = 0 ¨ 4x − 2y − 3z = 1 Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ Çñ³ñ

½áõ ·³ Ñ»é »Ý, ¨ ·ï»ù Ýñ³Ýó Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£ 

9. ¶ï»ù A(−1; 0; 1) ¨ B(−3; 2; 0) Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ ¨ Ox ³é³Ýó ùÇÝ ½áõ ·³ -

Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£

10. ¶ï»ù 3x − 2z = 5 ¨ 4x + 3z = 1 Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý ·ÍÇ ¨ A (1;

−2; 3) ¨ B(2; 5; −4) Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ áõÕ ÕÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£ 

11. ¶ï»ù A Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ x2 + y2 + z2 − 4x + 2y + 2z = 0 Ñ³ í³ ë³ ñáõ Ùáí

ïñíáÕ ëý» ñ³ ÛÇÝ ßáß ³ ÷áÕ ëý» ñ³ ÛÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, »Ã»ª 

³) A(9; −3; −3), µ) A(4; 0; 0), ·) A(1; 1; 0)

12. ¶ï»ù A(3; − 4; 5) Ï» ïáí ³Ýó ÝáÕ ¨ 3x + 2y − z = 4, x − 4y − 3z = 7 Ñ³ -

Ù³ Ï³ñ ·áí áñáß íáÕ áõÕ ÕÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ (áõ ÕÇ ÕÁ áñáß áÕ

Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ý» ñÇ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Á)£ 

13. ºñ»ù í»Ï ïáñ Ý» ñÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý 3, 4 ¨ 5£ Üñ³Ýó

½áõÛ· ³é ½áõÛ· ëÏ³É Û³ñ ³ñ ï³¹ñ Û³É Ý»ñÝ Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý£ ²Û¹ í»Ï ïáñ Ý» -

ñÇ ½áõÛ ·» ñáí Ï³½Ù í³Í Ù» Í³ ·áõÛÝ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ 120° ¿£ ¶ï»ù ³ÛÝ ½áõ ·³ Ñ» é³ -

ÝÇë ïÇ ³ÝÏ Ûáõ Ý³· Í» ñÁ, áñÇ Ïá Õ» ñÁ ½áõ ·³ Ñ»é »Ý ³Û¹ í»Ï ïáñ Ý» ñÇÝ ¨ Ñ³ í³ -

ë³ñ Ýñ³Ýó »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇÝ£

14. ú· ï³ ·áñ Í» Éáí ëÏ³É Û³ñ ³ñ ï³¹ñ Û³ ÉÇ ·³ Õ³ ÷³ ñÁª ·ï»ù Ï³ Ýá Ý³ íáñ

ï»ï ñ³ »¹ ñÇ Ñ³ñ¨³Ý ÝÇë ï» ñÇ Ë³ã íáÕ ÙÇç Ý³· Í» ñáí Ï³½Ù í³Í ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£
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6.11 Îááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ¨ í»Ïïáñ³Ï³Ý Ù»Ãá¹Ý»ñÇ6.11 Îááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ¨ í»Ïïáñ³Ï³Ý Ù»Ãá¹Ý»ñÇ

ÏÇñ³éáõÃÛáõÝÁ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñÏÇñ³éáõÃÛáõÝÁ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñ

ÉáõÍ»ÉÇëÉáõÍ»ÉÇë

11°° Îááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ Ù»Ãá¹ÁÎááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ Ù»Ãá¹Á
Îá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ù» Ãá ¹Á Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ áã ÙÇ ³ÛÝ »ñÏ ñ³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¨

ÁÝ¹ Ñ³Ý ñ³ å»ë Ù³ Ã» Ù³ ïÇ Ï³ ÛÇ, ³ÛÉ¨ µÝ³ ·Ç ïáõ ÃÛ³Ý ¨ ï»Ë ÝÇ Ï³ Ï³Ý ß³ï

·Ç ïáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ³Ù» Ý³ áõ ÝÇ í»ñ ë³É Ù» Ãá¹ Ý» ñÇó Ù» ÏÁ, ë³ Ï³ÛÝ, ³Û Ýáõ Ñ³Ý -

¹»ñÓ Ýñ³ ¹» ñÁ ãå»ïù ¿ ·» ñ³· Ý³ Ñ³ ï»É£

ÆÑ³ñ Ï», ß³ï ó³Ý Ï³ ÉÇ ÏÉÇ Ý»ñ áõ Ý» Ý³É Ù»Ï Ï³Ù »ñ Ïáõ Ù» Ãá¹ Ý»ñ §ÏÛ³Ý ùÇ

µá Éáñ ¹»å ù» ñÇ Ñ³ Ù³ñ¦£ ê³ Ï³ÛÝ ³Û¹ åÇ ëÇ Ù» Ãá¹ Ý»ñ ãÏ³Ý£ úñÇ Ý³Ï, Ïá áñ ¹Ç -

Ý³ï Ý» ñÇ Ù» Ãá ¹Á áõ ÝÇ í»ñ ë³É ÙÇ çáó ¿ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý É»½ íÇó Ñ³Ý ñ³ Ñ³ß -

í³ Ï³Ý É»½ íÇ ³Ýó Ý» Éáõ Ñ³ Ù³ñ, ë³ Ï³ÛÝ ³Û¹ ¹»å ùáõÙ Í³ ·³Í Ñ³Ý ñ³ Ñ³ß í³ -

Ï³Ý ËÝ ¹Çñ Ý» ñÁ Ï³ ñáÕ »Ý ¿³ å»ë ³í» ÉÇ ¹Å í³ñ ÉÇ Ý»É, ù³Ý ëÏ½µ Ý³ Ï³Ý »ñÏ -

ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ËÝ ¹Çñ Ý» ñÁ£ 

Îá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Ç ÁÝï ñáõ ÃÛáõ ÝÁÎá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Ç ÁÝï ñáõ ÃÛáõ ÝÁ

Îá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ù» Ãá ¹áí »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ËÝ¹ ñÇ ÉáõÍ Ù³Ý ³é³ çÇÝ, ¨

ÑÝ³ ñ³ íáñ ¿ Ï³ñ¨áñ³ ·áõÛÝ ÷áõ ÉÁ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ -

Ï³ñ ·Ç Ë» É³ ÙÇï ÁÝï ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£ ²ÝÑ ñ³ Å»ßï ¿, áñ ÁÝïñ í³Í Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ

Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Á µÝ³ Ï³Ý Ó¨áí §Ï³ å³Ïó í³Í¦ ÉÇ ÝÇ áõ ëáõÙ Ý³ ëÇñ íáÕ »ñÏ ñ³ ã³ -

÷³ Ï³Ý å³ï Ï» ñÇÝ£ 

àñ å»ë ûñÇ Ý³Ï, ¹Ç ï³ñ Ï»Ýù Ñ»ï¨Û³É ËÝ ¹Ç ñÁ£

ÊÝ ¹Çñ 1£ÊÝ ¹Çñ 1£ îñ í³Í ¿ ABCD ù³ é³ Ïáõ ëÇÝ£ AC ̈ BD ³ÝÏ Ûáõ Ý³· Í» ñÇ íñ³ í»ñó -

í³Í »Ý Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ M ¨ K Ï» ï»ñÝ ³ÛÝ å»ë, áñ CM · BK = AB2£

²å³ óáõ ó»ù, áñ BM ¨ CK áõ ÕÇÕ Ý»ñÁ
Ñ³ï íáõÙ »Ý ³Û¹ ù³ é³ Ïáõ ëáõÝ ³ñ ï³ -
·Íí³Í ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ï» ïáõÙ£

Èáõ ÍáõÙ£Èáõ ÍáõÙ£ ø³ é³ Ïáõ ëÇÝ µÝ³ Ï³Ý Ó¨áí

ï³ ÉÇë ¿ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Ç

ÁÝï ñáõ ÃÛ³Ý ÙÇ ù³ ÝÇ ÑÝ³ ñ³ íá ñáõ ÃÛáõÝ£

Î³ ñ» ÉÇ ¿, ûñÇ Ý³Ï, Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ

³é³Ýóù Ý» ñÁ ÁÝï ñ»É ½áõ ·³ Ñ»é Ýñ³ ÏáÕ -

Ù» ñÇÝ, Ï³Ù ³ÝÏ Ûáõ Ý³· Í» ñÇÝ£ 

Îá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÁ Ï³ ñ» ÉÇ

¿ ÁÝï ñ»É Ï³Ù Ýñ³ ·³ ·³Ã Ý» ñÇó Ù» ÏáõÙ,

Ï³Ù Ï»Ýï ñá ÝáõÙ£ ÀÝï ñ»Ýù Ïá áñ ¹Ç Ý³ï -

Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÁ ù³ é³ Ïáõ ëáõ Ï»Ýï ñá -

ÝáõÙ, ÇëÏ ³é³Ýóù Ý» ñÁ áõÕ Õ»Ýù ³ÝÏ Ûáõ -

Ý³· Í» ñáí£
ÜÏ. 43
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¸Ç óáõù ³Û¹ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ B ¨ C ·³ ·³Ã Ý»ñÝ áõ Ý»Ý Ñ³ -

Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ (1; 0) ¨ (0; 1) Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, ÇëÏ M ¨ K Ï» ï» ñÁª (0;

u) ¨ (υ; 0) Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ (ÝÏ. 41)£

ø³ é³ Ïáõ ëáõ ÏáÕ ÙÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ √$2 , ¨ Ñ»ï¨³µ³ñ, CM · BK = 2 å³Û Ù³ ÝÁ
Ï·ñ íÇ ³Ûë å»ëª 

(1 − u) · (1 − υ) = 2

¶ñ»Ýù B ¨ M Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ£ Ð³ í³ Ý³ µ³ñ, ïí³Í

»ñ Ïáõ Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ ·ï Ý» Éáõ ³Ù» Ý³ å³ñ½ (µ³Ûó áã

³Ù» Ý³ Ï³ñ×) Ó¨Á Ï³ Û³ ÝáõÙ ¿ Ýñ³ ÝáõÙ, áñ ³Û¹ áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ ·ñ íáõÙ ¿

y = kx + b ï»ë ùáí ¨ ¹ñ³ Ù»ç ï» Õ³¹ ñ» Éáí ïñ í³Í »ñ Ïáõ Ï» ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï -

Ý» ñÁ, ·ï ÝáõÙ »Ý k-Ý ¨ b-Ý£ Ø»ñ ¹»å ùáõÙ ëï³ ÝáõÙ »Ýùª 

0 = k + b{
u = b

áñ ï» ÕÇóª b = u, k = −u£ ²Ûë åÇ ëáí, B ¨ M Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ -

ñáõÙÝ ¿ª 

y = −ux + u

ÖÇßï ÝáõÛÝ Ó¨áí ·ïÝáõÙ »Ýù C ¨ K Ï»ï»ñáí ³ÝóÝáÕ áõÕÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ£ 

1
²ÛÝ áõÝÇ y = − −− x + u ï»ëùÁ£ υ

²ÛÅÙ ·ï Ý»Ýù BM ¨ CK áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, Éáõ Í» -

Éáí Ñ»ï¨Û³É Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Áª

y = − ux + u

1{y = − −− x + 1υ

²Ûëï»ÕÇó, ëï³ÝáõÙ »Ýùª

(u − 1)υ (υ − 1)u
x = −−−−−−−−; y = −−−−−−−−:

uυ − 1 uυ − 1

ØÝáõÙ ¿ ëïáõ ·»É, áñ ·ïÝ í³Í Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñáí Ï» ïÁ Çñáù å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿

0 Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ 1 ß³ é³í Õáí ßñ ç³ Ý³· ÍÇÝ£ ²Û ëÇÝùÝ, å»ïù ¿ ³å³ óáõ ó»É, áñ 

(u − 1)2·υ2 (υ − 1)2·u2

−−−−−−−−− + −−−−−−−−− = 1, »Ã» (1 − u)(1 − υ) = 2£
(uυ − 1)2 (uυ − 1)2

ê³ ³ñ ¹»Ý Ù³ ùáõñ Ñ³Ý ñ³ Ñ³ß í³ Ï³Ý ËÝ ¹Çñ ¿£ Ü³Ë »ñÏ ñáñ¹ å³Û Ù³ ÝÇó 

υ + 1
ëï³ ÝáõÙ »Ýùª u = −−−−−−− ¨ ³Ûë ³ñÅ»ùÁ ï»Õ³¹ñ»Éáí x-Ç ¨ y-Ç ³ñ ï³ Ñ³Û ïáõ -υ − 1
ÃÛáõÝ Ý» ñÇ Ù»ç, ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

υ + 1(−−−−− − 1)·υυ − 1 2υ υ2 − 1
x = −−−−−−−−−−−−−− = −−−−−; y = −−−−− :υ + 1 υ2 + 1 υ2 + 1−−−−− ·υ − 1υ − 1
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2υ 2 υ2 − 12

²ÛëåÇëáí, x2 + y2 = (−−−−−) + (−−−−−) = 1£ ∇υ2 + 1 υ2 + 1

Îá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ù» Ãá ¹Á Ñ³ ×³Ë Ñ³ñ Ù³ñ ¿ Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» -

ÕÁ ·ï Ý» Éáõ í» ñ³ µ»ñ Û³É ËÝ ¹Çñ Ý»ñ Éáõ Í» ÉÇë£ Èáõ ë³ µ³Ý Ù³Ý Ñ³ Ù³ñ ¹Ç ï³ñ -

Ï»Ýù Ñ»ï¨Û³É û· ï³ Ï³ñ ËÝ ¹Ç ñÁ£

ÊÝ ¹Çñ 2£ÊÝ ¹Çñ 2£ Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ ïñ í³Í »Ý A ¨ B Ï» ï» ñÁ£ ²å³ óáõ ó»É, áñ ³ÛÝ

M Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ, áñáÝó Ñ³ Ù³ñ AM £ BM = k, k ≠ 1, Ñ³Ý ¹Ç -
ë³ ÝáõÙ ¿ ßñ ç³ Ý³ ·ÇÍ, áñÇ Ï»Ýï ñá ÝÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ AB áõÕ ÕÇ íñ³£ (²Û¹ ßñ ç³ Ý³ -
·Ç ÍÁ Ïáã íáõÙ ¿ ²åáÉ Éá ÝÇ ßñ ç³ Ý³ ·ÇÍ ÑÇÝ Ñáõ Ý³ Ï³Ý Ù³ Ã» Ù³ ïÇ Ïáë ¨ ³ëï -
Õ³ ·»ï ²åáÉ Éá ÝÇ ³Ýáõ Ýáí, áñÁ ³å ñ»É ¿ Ù»ñ Ãí³ñ Ïáõ ÃÛáõ ÝÇó ³é³ç III-II ¹³ -
ñ» ñáõÙ)£

Èáõ ÍáõÙ£Èáõ ÍáõÙ£ ÀÝï ñ»Ýù Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ

Ñ³ Ù³ Ï³ñ·Ý ³ÛÝ å»ë, áñ A ¨ B Ï» ï» ñÁ

·ïÝ í»Ý ³µë óÇë Ý» ñÇ ³é³Ýó ùÇ íñ³, ÇëÏ

Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï»ï Ñ³Ý ¹Ç ë³ -

Ý³ AB Ñ³ï í³ ÍÇ ÙÇç Ý³ Ï» ïÁ£ ¸Ç óáõù

³Û¹ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ A ¨

B Ï» ï» ñÁ áõ Ý»Ý Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ -

µ³ñ (a; 0) ¨ (−a; 0) Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ (a > 0)£

àñá Ý» ÉÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÇÝ å³ï -

Ï³ ÝáÕ M Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ Ýß³ Ý³ -

Ï»Ýù (x; y) (ÝÏ. 44)£ AM £ BM = k å³Û Ù³ -

ÝÁ Ñ³ Ù³ñ Å»ù ¿ AM2 = k2 · MB2 Ñ³ í³ ë³ -

ñáõ ÃÛ³ ÝÁ, Ï³Ù áñ ÝáõÛÝÝ ¿ª

(x − a)2 + y2 = k2·(x + a)2 + k2y2 Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ£

²Ûëï»ÕÇóª 

(k2 − 1)·(x2 + y2) + 2(k2 + 1)ax + (k2 − 1)a2 = 0

´³Å³Ý»Éáí »ñÏáõ Ù³ëÁ k2 − 1 ¨ x ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ ³Ýç³ï»Éáí

ÉñÇí ù³é³ÏáõëÇ, ëï³ÝáõÙ »Ýù

k2 + 1 2 k2 + 1 2(x + −−−−−− · a) + y2 = a2 ·((−−−−−−) − 1
k2 − 1 k2 − 1

k2 + 1
Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, áñÁ Çñ» ÝÇó Ý»ñ Ï³ Û³ó ÝáõÙ ¿ (− −−−−−− a; 0) Ï»Ýï ñá Ýáí ¨

k2 − 1
"k2" +" 1" 2""$ 2kaR = a/ (−−−−−) − 1 = −−−−−− ß³ é³í Õáí ßñ ç³ Ý³ ·ÇÍ£
k2 − 1 |k2 − 1|

´á Éáñ Ó¨³÷á Ëáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ, ëÏ ë³Í ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÇó, Ï³ ñ» ÉÇ ¿

Ï³ ï³ ñ»É Ñ³ Ï³ é³Ï ÁÝ Ã³ó ùáí, áõë ïÇ ³Û¹ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ µá Éáñ Ï» ï» ñÁ å³ï -

Ï³ ÝáõÙ »Ý áñá Ý» ÉÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÇÝ£ ∇

ÜÏ. 44



²Ûë ËÝ ¹Ç ñÁ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ Éáõ Í»É Ý³¨ ³ÛÉ »Õ³ Ý³ Ïáí£ 

AMB »é³ÝÏ Û³Ý Ù»ç ï³ Ý»Ýù M ·³ ·³ Ãáí Ý»ñ ùÇÝ ¨ ³ñ ï³ ùÇÝ ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» -

ñÇ ÏÇ ëáñ¹ Ý» ñÁ£ ¸Ç óáõù ³Û¹ ÏÇ ëáñ¹ Ý» ñÁ Ñ³ ïáõÙ »Ý AB áõ ÕÇ ÕÁ M1 ¨ M2 Ï» ï» -

ñáõÙ (ÝÏ. 45): Àëï ÏÇ ëáñ ¹Ç Ñ³ï Ïáõ ÃÛ³Ý AM1 £ BM1 = AM2 £ BM2 = AB £ BM =
k£ Üß³ Ý³ ÏáõÙ ¿ M1 ¨ M2 Ï» ï» ñÁ Ñ³ë ï³ ïáõÝ »Ý, ³Û ëÇÝùÝ ÙÇ¨ÝáõÛÝÝ »Ý ó³Ý -

Ï³ ó³Í M Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ñ£ ´³Ûó ∠M1MM2 = 90°, Ñ»ï¨³µ³ñ M Ï» ïÁ ·ïÝ íáõÙ

¿ M1M2 ïñ³ Ù³· Íáí ßñ ç³ Ý³· ÍÇ íñ³£ ØÝáõÙ ¿ ³å³ óáõ ó»É, áñ ³Û¹ ßñ ç³ Ý³ -

·ÍÇ ó³Ý Ï³ ó³Í Ï»ï å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿ áñá Ý» ÉÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÇÝ, ³Û -

ëÇÝùÝ M1M2 ïñ³ Ù³· Íáí ßñ ç³ Ý³· ÍÇ ó³Ý Ï³ ó³Í M Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ñ 

AM £ BM = k£

àñ å»ë Ï³ ÝáÝ, ÝÙ³Ý ¹»å ù» ñáõÙ û·ï íáõÙ »Ý Ñ³ Ï³ ëáÕ »Ý Ã³¹ ñáõ ÃÛ³Ý Ù» -

Ãá ¹Çó£ ºÝ Ã³¹ ñ»Ýù, ßñ ç³ Ý³· ÍÇ ÙÇ áñ¨¿ M Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ñ AM £ BM ≠ k£ àñá -

ß³ ÏÇ áõ ÃÛ³Ý Ñ³ Ù³ñ »Ý Ã³¹ ñ»ÝùªAM £ BM = k > 1 (ÝÏ. 46): ∆AMB-áõÙ ï³ Ý»Ýù

M ·³ ·³ Ãáí Ý»ñ ùÇÝ ¨ ³ñ ï³ ùÇÝ ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÇ ÏÇ ëáñ ¹ Ý» ñÁ£ ¸Ç óáõù ³Û¹ ÏÇ -

ëáñ ¹ Ý» ñÁ AB áõÕÇ ÕÁ Ñ³ ïáõÙ »Ý Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ K1 ¨ K2 Ï» ï» -

ñáõÙ: M1 Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ñ áõ Ý»Ýù AM1 £ BM1 = k, ÇëÏ K1 Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ñ AK1 £ BK1 > k,

áõë ïÇ AK1 > AM1 £ M2 ¨ K2 Ï» ï» ñÁ ·ïÝ íáõÙ »Ý AB Ñ³ï í³ ÍÇ ß³ ñáõ Ý³ Ïáõ -

ÃÛ³Ý íñ³£ ÀÝ¹ áñáõÙ, ù³ ÝÇ áñ AK2 £ BK2 > AM2 £ BM2 > 1, K2 Ï» ïÁ ³í» ÉÇ Ùáï

¿ B-ÇÝ, ù³Ý M2-Á£ ²Ûë åÇ ëáí, K1 ¨ K2 Ï» ï» ñÁ M1M2 Ñ³ï í³ ÍÇ Ý»ñùÇÝ Ï»ï»ñ

»Ý£ ê³ Ï³ÛÝ ¹³ ÑÝ³ ñ³ íáñ ã¿, ù³ ÝÇ áñ ∠M1MM2 ¨ ∠K1MK2-Çó Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõ -

ñÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 90°£ êï³ó í³Í Ñ³ Ï³ ëáõ ÃÛáõ ÝÁ ³å³ óáõ óáõÙ ¿,áñ ¹Ç ï³ñÏ íáÕ

ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ Ï»ï å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿ áñá Ý» ÉÇ Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ -

Ï³Ý ï» ÕÇÝ£ ∇
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ÜÏ. 46ÜÏ. 45

²Ûë åÇ ëáí, Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ Ù» Ãá ¹Ç ³é³ í» Éáõ ÃÛáõ ÝÝ ³ÛÝ ¿, áñ ³ÛÝ Ñ³ñ óÁ,

Ã» ·ïÝ í³Í ßñ ç³ Ý³· ÍÇ µá Éáñ Ï» ï»±ñÝ »Ý å³ï Ï³ ÝáõÙ áñá Ý» ÉÇ »ñÏ ñ³ ã³ -

÷³ Ï³Ý ï» ÕÇÝ, ÉáõÍ íáõÙ ¿ ÇÝùÝÁë ïÇÝù Û³Ý£ ê³ Ï³ÛÝ ÉáõÍ Ù³Ý »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ -

Ï³Ý Ù» Ãá¹Ý ¿É áõ ÝÇ Çñ ³é³ í» Éáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ, ³Û¹ å»ë ã¿± ³ñ¹ Ûáù£



22°° ì»Ïïáñ³Ï³Ý Ù»Ãá¹Áì»Ïïáñ³Ï³Ý Ù»Ãá¹Á
¸Ç ï³ñ Ï»Ýù ³ÛÅÙ í»Ï ïá ñ³ Ï³Ý Ù» Ãá ¹Ç ÏÇ ñ³é Ù³Ý ûñÇ Ý³Ï Ý»ñ£ ²é³ÝÓ -

Ý³ó Ý»Ýù ³Û¹ Ù» Ãá ¹Ç »ñ Ïáõ ï³ ñ³ ï» ë³ ÏÝ»ñ£

ì»Ï ïá ñ³ Ï³Ý Ù» Ãá ¹Ç ³é³ çÇÝ ï³ ñ³ ï» ë³ ÏÁ£
²Ûë ï»Õ û· ï³ ·áñÍ íáõÙ »Ý í»Ï ïá ñÝ»ñÇ Ñ³ Ù³ ·ÇÍ ÉÇ Ý» Éáõ å³Û Ù³ ÝÁ, Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛ³Ý (ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý) ó³Ý Ï³ ó³Í í»Ï ïá ñÁ »ñ Ïáõ áã Ñ³ Ù³ ·ÇÍ (»ñ»ù ï³ -

ñ³ Ñ³ñÃ) í»Ï ïáñ Ý» ñáí Ý»ñ Ï³ Û³ó Ù³Ý ÙÇ ³ Ïáõ ÃÛáõ ÝÁ£ 

Èáõ Í»Ýù, ûñÇ Ý³Ï, Ñ»ï¨Û³É ËÝ ¹Ç ñÁ£

ÊÝ ¹Çñ 3£ÊÝ ¹Çñ 3£ ¸Ç ï³ñ Ï»Ýù ABCDE ÑÝ ·³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£ M, K, N ¨ L Ï» ï» ñÁ Ñ³ Ù³ -
å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ BC, CD, DE ¨ EA ÏáÕ Ù» ñÇ ÙÇç Ý³ Ï» ï»ñÝ »Ý£ ²å³ óáõ ó»ù,
áñ MN ¨ KL Ñ³ï í³Í Ý» ñÇ ÙÇç Ý³ Ï» ï» ñÁ ÙÇ ³ó ÝáÕ Ñ³ï í³ ÍÁ ½áõ ·³ Ñ»é ¿

1
AB-ÇÝ ¨ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ −− AB£

4

Èáõ ÍáõÙ£Èáõ ÍáõÙ£ ÜÏ³ ï»Ýù, áñ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í O, P ¨ Q Ï» ï» ñÇ Ñ³ Ù³ñ

ï» ÕÇ áõ ÝÇ
1!O#T = −− (!O#P + !O#Q)
2

Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñ ï»Õ T-Ý PQ Ñ³ï í³ ÍÇ ÙÇç Ý³ Ï»ïÝ ¿ (ÝÏ. 47)£

²Ûë ï» ÕÇó Ïáõ Ý» Ý³Ýùª (ÝÏ. 48)

1 1!A#M = −−(!A#B + !A#C), !A#K = −−(!A#C + !A#D)
2 2
1 1!A#N = −−(!A#D + !A#E), !A#L = −−!A#E
2 2

ºÃ» F-Á ¨ G-Ý MN ¨ KL Ñ³ï í³Í Ý» ñÇ ÙÇç Ý³ Ï» ï»ñÝ »Ý, ³å³ 

1 1 1!A#F = −−(!A#M + !A#N) = −−(!A#B + !A#C + !A#D + !D#E), !A#G = −−(!A#C + !A#D + !A#E):
2 4 4

²Ûë åÇ ëáí, 
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ÜÏ. 47 ÜÏ. 48



1!G#F = !A#F − !A#G = −−!A#B: ∇
4

ì»Ï ïá ñ³ Ï³Ý Ù» Ãá ¹Ç »ñÏ ñáñ¹ ï³ ñ³ ï» ë³ ÏÁ ì»Ï ïá ñ³ Ï³Ý Ù» Ãá ¹Ç »ñÏ ñáñ¹ ï³ ñ³ ï» ë³ ÏÁ 

²Ûë ï»Õ û· ï³ ·áñÍ íáõÙ »Ý ëÏ³É Û³ñ ³ñ ï³¹ñ Û³ ÉÇ Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ£

øÝ Ý³ñ Ï»Ýù Ñ»ï¨Û³É ûñÇ Ý³ ÏÁ£

ÊÝ ¹Çñ 4£ÊÝ ¹Çñ 4£ ¸Ç óáõù A, B ¨ C-Ý ÙÇ áñ¨¿ »é³ÝÏ Û³Ý ³ÝÏ ÛáõÝ Ý»ñ »Ý£ 
²å³ óáõ ó»ù, áñ ×Çßï ¿ Ñ»ï¨Û³É ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁª

3
cos A + cos B + cos C ≤ −−£

2
Èáõ ÍáõÙ£Èáõ ÍáõÙ£ ABC »é³ÝÏ Û³Ý Ý»ñ ëáõÙ í»ñó Ý»Ýù ó³Ý Ï³ ó³Í M Ï»ï, ûñÇ Ý³Ï,

Ýñ³Ý Ý»ñ· Í³Í ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ï»Ýï ñá ÝÁ,³Û¹ Ï» ïÇó ï³ Ý»Ýù »é³ÝÏ Û³Ý ÏáÕ Ù» -

ñÇÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó Ý»ñ ¨ ¹ñ³Ýó íñ³ M Ï» ïÇó ï» Õ³¹ ñ»Ýù #m, #n ¨ #p ÙÇ ³ íáñ
í»Ï ïáñ Ý»ñ (ÝÏ. 49)£ Ð»ßï ¿ ï»ë Ý»É, áñ ³Û¹ í»Ï ïáñ Ý» ñáí Ï³½Ù í³Í ³ÝÏ ÛáõÝ -

Ý» ñÁ Éñ³ó ÝáõÙ »Ý »é³ÝÏ Û³Ý Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³Ý ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÁ ÙÇÝã¨ 180°£

àõë ïÇ #m·#n = #m·#n cos(180° − A) = − cos A, #m·#p = − cos B, #n·#p = − cos C£
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ÜÏ. 49

Ð»ï¨³µ³ñª

0 ≤ (#m + #n + #p)2 = #m2 + #n2 + #p2 + 2#m#n + 2#m#p + 2#n#p =
= 3 − 2 cos A − 2 cos B − 2 cos C,

áñ ï» ÕÇó ¨ ëï³ó íáõÙ ¿ å³ Ñ³Ýç íáÕ ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ£ ∇
²Ûë »Õ³ Ý³ Ïáí Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ³å³ óáõ ó»É Ñ» ï³ùñ ùÇñ ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõÝ Ý»ñ£

â¿± áñ å³ñ ï³ ¹Çñ ã¿ñ ¹Ç ï³ñ Ï»É ÙÇ ³ÛÝ  #m, #n ¨ #p ÙÇ ³ íáñ í»Ï ïáñ Ý» ñÁ£ 
Îá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ ¨ í»Ï ïá ñ³ Ï³Ý Ù» Ãá¹ Ý» ñÁ Ñ³ çá Õáõ ÃÛ³Ùµ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ½áõ -

·³Ï ó»É Ý³¨ ï³ ñ³ Í³ ã³ ÷³ Ï³Ý ËÝ ¹Çñ Ý»ñ Éáõ Í» ÉÇë£ 

øÝ Ý³ñ Ï»Ýù Ñ»ï¨Û³É ûñÇ Ý³ ÏÁ£
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ÊÝ ¹Çñ 5£ÊÝ ¹Çñ 5£ ABCD A1B1C1D1 Ëá ñ³ Ý³ñ ¹áõÙ M Ï»ïÝ ÁÝ Ï³Í ¿ AA1 Ïá ÕÇ

íñ³, ÁÝ¹ áñáõÙ AM : MA1 = 3 : 1,

ÇëÏ N Ï» ïÁ BC Ïá ÕÇ ÙÇç Ý³ Ï»ï Ý ¿£
¶ï»ù MN ¨ DD1 áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ Ï³½ -

Ù³Í ³ÝÏ Û³Ý Ïá ëÇ Ýáõ ëÁ£

Èáõ ÍáõÙ£Èáõ ÍáõÙ£ î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç áõÕ -

Õ³ÝÏ ÛáõÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ -

Ï³ñ·Ý ÁÝï ñ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. B

Ï» ïÁ Ñ³ Ù³ ñ»Ýù Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ

ëÏ½µ Ý³ Ï»ï, Ox ³é³Ýó ùÇ ¹ñ³ Ï³Ý

ÏÇ ë³ é³Ýóù Ñ³ Ù³ ñ»Ýù BA ×³ é³ -

·³Û ÃÁ, Oy ³é³Ýó ùÇ ¹ñ³ Ï³Ý ÏÇë³ -

 é³Ýó ùÁª BC ×³ é³ ·³Û ÃÁ, ÇëÏ Oz

³é³Ýó ùÇ ¹ñ³ Ï³Ý ÏÇ ë³ é³Ýó ùÁª BB1 ×³ é³ ·³Û ÃÁ (ÝÏ. 50)£

Üß³ Ý³ Ï»Ýù MA1 = a, áõë ïÇ AM = 3a ¨ AA1 = 4a£ Ð»ï¨³µ³ñ M, N, D ¨

D1 Ï» ï» ñÁ Ïáõ Ý» Ý³Ý Ñ»ï¨Û³É Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁª

M(4a; 0; 3a), N(0; 2a; 0), D(4a; 4a; 0), D1(4a; 4a; 4a)

Àëï »ñ Ïáõ Ï» ï»ñ ÙÇ ³ó ÝáÕ í»Ï ïá ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ µ³ Ý³Ó¨»ñÇª 

!N#M(4a; −2a; 3a)

!D#D1(0; 0; 4a)

Üß³ Ý³ Ï»Ýù ³Ûë í»Ï ïáñ Ý» ñáí Ï³½Ù í³Í ëáõñ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ ϕ -áí£ Àëï ëÏ³É -

Û³ñ ³ñ ï³¹ñ Û³ ÉÇ ë³Ñ Ù³Ý Ù³Ýª

!N#M · !D#D1 4a · 0 − 2a · 0 + 3a · 4a
cos ϕ = −−−−−−−−−−− = −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− = 

!N#M · !D#D1 √"(4"a)2" +" ("−2"a")2"+" ("3"a$)2 · √"02"+"02"+""(4"a$)2

12a2 3= −−−−−−−−−−−− = −−−−£ ∇
√"29$a2 · √"16$a2 √$29

ÜÏ. 50

ÊÝ¹ÇñÝ»ñ, ³é³ç³¹ñ³ÝùÝ»ñ, Ñ³ñó»ñÊÝ¹ÇñÝ»ñ, ³é³ç³¹ñ³ÝùÝ»ñ, Ñ³ñó»ñ

1. Ð³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ ïñí³Í »Ý A ¨ B Ï»ï»ñÝ, ÁÝ¹ áñáõÙ AB = 2£ ¶ï»ù

Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ³ÛÝ Ï»ï»ñÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ï»ÕÁ, áñáÝó Ñ³Ù³ñ AM2 + BM2 = 2 

2. (û) îñí³Í ¿ ABCD áõÕÕ³ÝÏÛáõÝÁ£ ²å³óáõó»ù, áñ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ -

ó³Í M Ï»ïÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ AM2 + CM2 = BM2 + DM2 å³ÛÙ³ÝÁ£

3. ABC áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ »é³ÝÏ Û³Ý AC ¨ BC ¿ç» ñÁ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ

Ñ³ í³ ë³ñ »Ý 1 ¨ 3£ ¶ï»ù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ M Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» -

ÕÁ, áñáÝó Ñ³ Ù³ñª

AM2 + BM2 = 2CM2£



78

4. (¹) ABCD áõÕÕ³ÝÏÛ³Ý A ·³·³Ãáí ï³ñí³Í áõÕÇÕÁ BD ³ÝÏÛáõÝ³·ÇÍÁ

Ñ³ïáõÙ ¿ K Ï»ïáõÙ, ÇëÏ BC ¨ CD áõÕÇÕÝ»ñÁª Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ P ¨ M

Ï»ï»ñáõÙ£ ¶ï»ù AK-Ý, »Ã» AP = a, AM = b£
5. (û) îñ í³Í ¿ l áõ ÕÇ ÕÁ ¨ Ýñ³ ÙÇ ÏáÕ ÙáõÙ ·ïÝ íáÕ A ¨ B Ï» ï» ñÁ, áñáÝù l-Çó

·ïÝ íáõÙ »Ý Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ a ¨ b Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ íñ³£ Ð³ñ -

Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ í»ñó Ý»Ýù M Ï»ïÝ ³ÛÝ å»ë, áñ AM ¨ BM áõ ÕÇÕ Ý» ñÁ Ñ³ ï»Ý l

áõÕÇ ÕÁ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ A1 ¨ B1 Ï» ï» ñáõÙ£ ¶ï»ù ³ÛÝ M Ï» ï» ñÇ

»ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ, áñáÝó Ñ³ Ù³ñ 

MA MB−−−− + −−−− = k, »Ã» 
MA1 MB1

3
³) a = 3; b = 1; k = 2; µ) a = 5, b = 1, k = −−−; ·) a = 5; b = 1; k = 3£

2
6. Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ ïñ í³Í »Ý A ¨ B Ï» ï» ñÁ£ ¶ï»ù ³ÛÝ åÇ ëÇ C Ï» ï» ñÇ

»ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ, áñáÝó Ñ³ Ù³ñ ∆ABC-Ç BC ÏáÕ ÙÇÝ ï³ñ í³Í ÙÇç Ý³ -

·Ç ÍÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ BC ÏáÕ ÙÇÝ£

7. (û) ØÇ ³ íáñ ßñ ç³ Ý³· ÍÇÝ ³ñ ï³·Í í³Í ¿ ù³ é³ Ïáõ ëÇ£ ¶ï»ù ßñ ç³ Ý³ -

·ÍÇ Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý Ï» ïÇó ÙÇÝã¨ ù³ é³ Ïáõ ëáõ ·³ ·³Ã Ý» ñÁ »Õ³Í Ñ» é³ íá ñáõ -

ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ù³ é³ Ïáõ ëÇ Ý» ñÇ ·áõ Ù³ ñÁ£
8. (¹) Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ ïñ í³Í »Ý A ¨ B Ï» ï» ñÁ£ ¶ï»ù ³ÛÝ C Ï» ï» ñÇ »ñÏ -

ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ, áñáÝó Ñ³ Ù³ñ ABC »é³ÝÏ Û³Ý BC ÏáÕ ÙÇÝ ï³ñ í³Í ÙÇç -

Ý³ ·Ç ÍÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ AB ÏáÕ ÙÇÝ ï³ñ í³Í µ³ñÓ ñáõ ÃÛ³ ÝÁ£ 

9. (¹) O ·³ ·³ Ãáí áõ ÕÇÕ ³ÝÏ Û³Ý ÏáÕ Ù» ñÇ íñ³ í»ñó í³Í »Ý A ¨ B Ï» ï»ñÝ

³ÛÝ å»ë, áñ OA = OB = 1£ O Ï» ïáí ï³ñ í³Í ¿ Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý l áõ ÕÇÕ£ A1 ¨ B1

Ï» ï» ñÁ Ñ³ Ù³ ã³÷ »Ý Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ A ¨ B Ï» ï» ñÇÝ l áõÕ ÕÇ

ÝÏ³ï Ù³Ùµ£ A1 Ï» ïáí ³Ýó ÝáõÙ ¿ OA-ÇÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó áõ ÕÇÕ, ÇëÏ B1 Ï» ïáíª

OB-ÇÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó áõ ÕÇÕ£ ²Û¹ áõ ÕÇÕ Ý» ñÁ Ñ³ï íáõÙ »Ý M Ï» ïáõÙ£ ¶ï»ù

³Û¹åÇëÇ M Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ£

10. (¹) Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ ï³ñ í³Í »Ý Çñ³ñ Ñ»ï 45° ³ÝÏ ÛáõÝ Ï³½ ÙáÕ »ñ -

Ïáõ áõ ÕÇÕ Ý»ñ, ¨ ¹ñ³Ý óÇó Ù» ÏÇ íñ³ Ýß í³Í ¿ A Ï» ïÁ£ ¸Ç óáõù M1-Á ¨ M2-Á ÙÇ

áñ¨¿ M Ï» ïÇ ³Û¹ áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ñ³ Ù³ ã³÷ Ï» ï»ñÝ »Ý£ ¶ï»ù ³ÛÝ M

Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ, áñáÝó Ñ³ Ù³ñ M1M2 áõ ÕÇ ÕÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ A Ï» -

ïáí£ 

11. (¹) àõÕ ÕÇ íñ³ í»ñó í³Í »Ý A ¨ B Ï» ï» ñÁ£ ¸Ç óáõù C-Ý ³Û¹ áõÕ ÕÇ Ï³ -

Ù³ Û³ Ï³Ý Ï»ï ¿£ Î³ éáõ ó»Ýù Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ AC ¨ BC ÏáÕ Ù» ñáí

»ñ Ïáõ ù³ é³ Ïáõ ëÇ Ý»ñ, áñáÝù ·ïÝ íáõÙ »Ý ³Û¹ áõÕ ÕÇ ÙÇ ÏáÕ ÙáõÙ£ ¶ï»ù ³Û¹

ù³ é³ Ïáõ ëÇ Ý» ñÇ Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÁ ÙÇ ³ó ÝáÕ µá Éáñ ÑÝ³ ñ³ íáñ Ñ³ï í³Í Ý» ñÇ ÙÇç -

Ý³ Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ£

12. îí³Í ¿ ABCD ù³é³ÏáõëÇÝ£ ¶ï»ù ù³é³Ïáõëáõ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý µáÉáñ ³ÛÝ

M Ï»ï»ñÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ï»ÕÁ, áñáÝó Ñ³Ù³ñ AM + CM = DM + BM£ 
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13. (¹) îí³Í ¿ ABC »é³ÝÏÛáõÝÁ£ ¶ï»ù Ýñ³ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ³ÛÝ M Ï»ï»ñÇ

»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ï»ÕÁ, áñáÝó Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ »é³ÝÏÛáõÝ, áñÇ

ÏáÕÙ»ñÁ ½áõ·³Ñ»é »Ý ¨ Ñ³í³ë³ñ MA, MB ¨ MC Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇÝ£
14. (¹) ¸Ç óáõù A, B ¨ C-Ý áñ¨¿ »é³ÝÏ Û³Ý ³ÝÏ ÛáõÝ Ý»ñ »Ý£ ²å³ óáõ ó»ù, áñ

ó³Ý Ï³ ó³Í m, n ¨ p Ãí» ñÇ Ñ³ Ù³ñ ×Çßï ¿ Ñ»ï¨Û³É ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁª

2 mn cosA + 2 np cosB + 2 pm cosC ≤ m2 + n2 + p2

15. ²å³ óáõ ó»É, áñ ë» Õ³ ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÇ ÙÇç Ý³ Ï» ï» ñáí ï³ñ í³Í áõ ÕÇÕÝ

³Ýó ÝáõÙ ¿ ëñáõÝù Ý»ñÝ ÁÝ¹·ñ ÏáÕ áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ïáí£

16. ²å³ óáõ ó»ù, áñ ë» Õ³ ÝÇ ³ÝÏ Ûáõ Ý³· Í» ñÇ ÙÇç Ý³ Ï» ï» ñÁ ÙÇ ³ó ÝáÕ

Ñ³ï í³ ÍÁ ½áõ ·³ Ñ»é ¿ ë» Õ³ ÝÇ ÑÇÙ ù» ñÇÝ, ¨ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ ¹ñ³Ýó ÏÇ ë³ ï³ñ µ» -

ñáõ ÃÛ³ ÝÁ£

17. îñ í³Í »Ý »ñ»ù ï³ ñ³ Ñ³ñÃ í»Ï ïáñ Ý»ñª #a, #b ¨ #c£ ²å³ óáõ ó»É, áñ #a + #b,

#b + #c ¨ #c − #a í»Ï ïáñ Ý» ñÁ Ñ³ Ù³ Ñ³ñÃ »Ý£
18. îñ í³Í »Ý ABC ¨ A1B1C1 »é³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÁ£ G-Ý ¨  G1-Á Ñ³ Ù³ å³ ï³ë -

Ë³ Ý³ µ³ñ Ýñ³Ýó ÙÇç Ý³· Í» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ï»ñÝ »Ý£ ²å³ óáõ ó»É, áñ 

1
GG1 = −−(!A#A1 + !B#B1 + !C#C1)£3

19. ú Ï» ïÁ ABC »é³ÝÏ Û³ÝÁ Ý»ñ·Í ³Í ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ï»Ýï ñáÝÝ ¿£ ²å³ óáõ -

ó»É, áñ

|!B#C| · !O#A + |!C#A| · !O#B + |!A#B| · !O#C = #O£
20. ²å³ óáõ ó»É, áñ Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý ABC »é³ÝÏ Û³Ý Ñ³ Ù³ñ 

3
cos 2A + cos 2B + cos 2C ≥ − −−£

2
21. îñ í³Í »Ý Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý »ñ»ù í»Ï ïáñ Ý»ñª #a, #b ¨ #c£ ²å³ óáõ ó»É, áñ 

(#b · #c) · #a − (#a · #c) · #b í»Ï ïáñÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ #c í»Ï ïá ñÇÝ£ 
22. ú Ï» ïÁ ABC »é³ÝÏ Û³ÝÝ ³ñ ï³·Í í³Í ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ï»Ýï ñáÝÝ ¿£

²å³ óáõ ó»É, áñ 

!O#A sin 2A + !O#B sin 2B + !O#C sin 2C = #O£
23. ABCD ù³ é³ ÝÇë ïÇ ABC ÝÇë ïÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ïñ í³Í ¿ M Ï» ïÁ£

²å³ óáõ ó»É, áñ »Ã»

!D#M = α · !D#A + β · !D#B + γ · !D#C, ³å³ α + β + γ = 1£
24. ¸Ç óáõù M-Á ABC »é³ÝÏ Û³Ý ÙÇç Ý³· Í» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï»ïÝ ¿£ ²å³ óáõ -

ó»É, áñ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í ú Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ñª 

1
OM < −− (OA + OB + OC)£

3
25. îñ í³Í ¿ ABCDA1B1C1D1 Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Á£ ¶ï»ù DB ¨ AC1 áõ ÕÇÕ Ý» ñáí

Ï³½Ù í³Í ³ÝÏ Û³Ý Ïá ëÇ Ýáõ ëÁ£

26. îñ í³Í ¿ ABCDA1B1C1D1 áõÕ Õ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ÝÇë ïÁ, áñáõÙ AB = 1, BC = CC1 = 2£

¶ï»ù DB1 ¨ BC1 áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ Ï³½ Ù³Í ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£ 
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27. îñ í³Í ¿ ABCA1B1C1 Ï³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ ÛáõÝ åñÇ½ Ù³Ý, áñáõÙ 

AA1 = √$2AB £ ¶ï»ù AC1 ¨ A1B áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ Ï³½ Ù³Í ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£

1
28. ABCDA1B1C1D1 áõÕ Õ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ÝÇë ïáõÙ AB = BC = −−AA1£ ¶ï»ù BD ¨ 

2
CD1 áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ Ï³½ Ù³Í ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£ 

29. ABCDA1B1C1D1 áõÕ Õ³ÝÏ Ûáõ Ý³ ÝÇë ïáõÙ ∠BAC1 = ∠DAC1 = 60°£ ¶ï»ù

A1AC1 ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£

30. ABCDA1B1C1D1 Ëá ñ³ Ý³ñ ¹áõÙ M Ï» ïÁ BB1C1C ÝÇë ïÇ Ï»Ýï ñáÝÝ ¿£

¶ï»ù A1D ¨ AM áõ ÕÇÕ Ý» ñáí Ï³½Ù í³Í ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£ 

31. ABCDA1B1C1D1 Ëá ñ³ Ý³ñ ¹áõÙ M Ï»ïÝ ÁÝ Ï³Í ¿ BB1 Ïá ÕÇ íñ³, ÁÝ¹

áñáõÙ BM : MB1 = 3 : 2, ÇëÏ N Ï» ïÁª AD Ïá ÕÇ íñ³, ÁÝ¹ áñáõÙ AN : ND = 2 : 3£

Ð³ß í»ù ³ÛÝ ³ÝÏ Û³Ý ëÇ Ýáõ ëÁ, áñ Ï³½ ÙáõÙ »Ý MN áõ ÕÇ ÕÁ ¨ DD1C1C ÝÇë ïÇ

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ£
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7

²Ûë ·É ËáõÙ Ï¹Ç ï³ñ Ï»Ýù »ñÏ ñ³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ï³ñ¨áñ³ ·áõÛÝ Ã» Ù³ Ý» ñÇó Ù» -

ÏÁª Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ¨ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõÙ Ý» ñÁ£ ²í» ÉÇ ×Çßï Ïßáß ³ -

÷»Ýù ³Û¹ Ã» Ù³ ÛÇ Ñ»ï ³éÝã íáÕ áñáß Ñ³ñ ó»ñ, áñáí Ñ»ï¨ ³Ûë Ã» Ù³Ý ß³ï Ñ» -

éáõ ¿ ¹å ñá ó³ Ï³Ý Ù³ Ï³ñ ¹³ ÏÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹³ ëÁÝ Ã³ óÇó£ 

Ò¨³÷á Ëáõ ÃÛáõÝÝ»ñÇ ·³Õ³÷³ñÁ Å³ Ù³ Ý³ Ï³ ÏÇó Ù³ Ã» Ù³ ïÇ Ï³ ÛÇ ³é³ -

ç³ ï³ñ ·³ Õ³ ÷³ñÝ ¿£ ²ÛÝ Ñ³ çá Õáõ ÃÛ³Ùµ ÏÇ ñ³ éáõÙ »Ý Ù³ Ã» Ù³ ïÇ Ï³ ÛÇ

³Ù» Ý³ ï³ñ µ»ñ µ³ ÅÇÝ Ý» ñáõÙª ³å³ óáõ ó» Éáí ½³ñ Ù³ Ý³ ÉÇ ¨ ¹Å í³ ñÇÝ Ã» á ñ»Ù -

Ý»ñ£ Ø»½ ÙÇ ³ÛÝ ÏÑ» ï³ùñù ñ»Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ¨ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ó¨³÷á Ëáõ -

ÃÛáõÝ Ý» ñÁ, ¹ñ³ Ñ³ Ù³ñ ¿É Ïë³Ñ Ù³ Ý³ ÷³Ï í»Ýù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ¨ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý

³ñ ï³ å³ï Ï»ñ Ù³Ý ë³Ñ Ù³ Ýáõ Ùáí£

Î³ ë»Ýù, áñ ïñ í³Í ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý (ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý) ³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõÙ,
»Ã» Ýß í³Í ¿ »Õ³ Ý³Ï, áñÇ û· Ýáõ ÃÛ³Ùµ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý (ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý) ó³Ý Ï³ -
ó³Í A Ï» ïÇÝ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ýáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ¿ ¹ñ íáõÙ ÝáõÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý

(ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý) A′ Ï»ï£ (¸³ Ýß³ Ý³ ÏáõÙ ¿, áñ ³ñ ï³ å³ï Ï»ñ Ù³Ý Ñ»ï¨³Ý -

ùáí A Ï» ïÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ A′ Ï» ïÇ)£ ÀÝ¹ áñáõÙ, A ¨ B ï³ñ µ»ñ Ï» ï» ñÇÝ Ñ³ Ù³ -

å³ ï³ë Ë³ ÝáõÙ »Ý A′ ¨ B′ ï³ñ µ»ñ Ï» ï»ñ£

7.1 Ð³ñÃáõÃÛ³Ý ß³ñÅáõÙÁ 7.1 Ð³ñÃáõÃÛ³Ý ß³ñÅáõÙÁ 

Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ï³ñ µ»ñ ïÇ åÇ ³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõÙ Ý» ñÇó ³é³ÝÓ Ý³ó Ý»Ýù ¨

³é³ çÇÝ Ñ»ñ ÃÇÝ ùÝ Ý³ñ Ï»Ýù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ß³ñ Åáõ ÙÁ£ Æ±Ýã ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ß³ñ -

Åáõ ÙÁ£

Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ í»ñó Ý»Ýù ÙÇ áñ¨¿ »é³ÝÏ ÛáõÝ ¨ ëÏ ë»Ýù ³ÛÝ ï» Õ³ß ³ñ Å»É

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ áñ å»ë åÇÝ¹ Ù³ñ ÙÇÝ (ÝÏ. 51)£ ²Û¹ ï» Õ³ß ³ñ ÅÇ ßÝáñ ÑÇí,

Ð²ðÂàôÂÚ²Ü ºì î²ð²ÌàôÂÚ²ÜÐ²ðÂàôÂÚ²Ü ºì î²ð²ÌàôÂÚ²Ü

²ðî²ä²îÎºðàôØÜºðÀ²ðî²ä²îÎºðàôØÜºðÀ
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áñáß³ ÏÇ Ó¨áí Ïï» Õ³ ÷áË í»Ý

Ý³¨ ³Û¹ »é³ÝÏ Û³Ý µá Éáñ Ý»ñ -

ùÇÝ Ï» ï» ñÁ ¨ áã ÙÇ ³ÛÝ ¹ñ³Ýù£

ºé³ÝÏ Û³Ý ï» Õ³ß ³ñ ÅÁ ³é³ -

ç³ó ÝáõÙ ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý -

Ï³ ó³Í Ï» ïÇ ï» Õ³ß ³ñÅ£

Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í Ï»ï

Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ¹Ç ï³ñ Ï»É áñ å»ë ³Û¹

»é³ÝÏ Û³Ý Ñ»ï Ïáßï ÙÇ ³ó -

í³Í Ï»ï£ ÆÙ³ Ý³ Éáí Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛ³Ý áñ¨¿ Ï» ïÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ ëÏ½µ Ý³ Ï³Ý »é³ÝÏ Û³Ý ·³ ·³Ã Ý» ñÇóª

Ù»Ýù ³é³Ýó ¹Å í³ ñáõ ÃÛ³Ý Ïá ñáß »Ýù ³ÛÝ Ï» ïÁ, áñÇ íñ³ Ý³ ï» Õ³ ÷áË íáõÙ ¿

»é³ÝÏ Û³Ý ï» Õ³ß ³ñÅ Ù³Ý Ñ»ï¨³Ý ùáí£ ÜÏ³ ï»Ýù, áñ »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ Ï³ ñáÕ ¿ ï» -

Õ³ß ³ñÅ í»É áã ÙÇ ³ÛÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù³ Ï»ñ¨áõÛ ÃÇ íñ³ Ûáí£ ²ÛÝ Ï³ ñáÕ ¿ ßñç í»É Ñ³ -

Ï³ é³Ï ÏáÕ Ùáí ¨ ï» Õ³ß ³ñÅ í»É ³Û¹ ï»ë ùáí£ ºé³ÝÏ Û³Ý ß³ñÅ Ù³Ý Ñ»ï¨³Ý ùáí

³é³ ç³ ó³Í Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ³Ûë Ó¨³÷á Ëáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ ß³ñ ÅáõÙ£

´» ñ»Ýù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ß³ñÅ Ù³Ý ³í» ÉÇ Ñë ï³Ï ë³Ñ Ù³ Ýáõ ÙÁ£
Þ³ñ ÅáõÙ Ïáã íáõÙ ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ ³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõ ÙÁ, áñÁ ãÇ ÷á ËáõÙ

Ï» ï» ñÇ ½áõÛ ·» ñÇ ÙÇç¨ »Õ³Í Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ, ³Û ëÇÝùÝ, »Ã» ß³ñÅ Ù³Ý ³ñ¹ -

ÛáõÝ ùáí A ¨ B Ï» ï» ñÁ ³Ýó ÝáõÙ »Ý A′ ¨ B′ Ï» ï» ñÇ, ³å³ AB = A′B′£
Üß»Ýù ß³ñÅ Ù³Ý ³Ûë ë³Ñ Ù³ Ýáõ ÙÇó Ñ»ï¨áÕ ÙÇ ³ÏÝ Ñ³Ûï Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõÝ.

Â» á ñ»Ù 7.1Â» á ñ»Ù 7.1 Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý »ñ Ïáõ Ñ³ çáñ ¹³ Ï³Ý ß³ñ ÅáõÙ Ý» ñÇ ³ñ¹ ÛáõÝ ùÁ

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ß³ñ ÅáõÙ ¿£

²Ûë Ã» á ñ» ÙÇ åÝ ¹áõ ÙÁ ³ÏÝ Ñ³Ûï ¿£ Àëï ¿áõ ÃÛ³Ý, ÙÇ ³ÛÝ å»ïù ¿ å³ñ ½³ -

µ³ Ý»É Ýñ³ Ó¨³Ï»ñ åáõ ÙÁ£

¸Ç óáõù ³é³ çÇÝ ß³ñÅ Ù³Ý Ñ»ï¨³Ý ùáí A Ï» ïÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ A′ Ï» ïÇ, ÇëÏ

»ñÏ ñáñ¹ ß³ñÅ Ù³Ý Ñ»ï¨³Ý ùáíª A′-Á ³Ýó ÝáõÙ ¿ A′′ Ï» ïÇ£ ²Ûë »ñ Ïáõ ß³ñ ÅáõÙ -

Ý» ñÁ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ÷á Ë³ ñÇ Ý»É ÙÇ ³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõ Ùáí, áñÁ A Ï» ïÁ ³Ý ÙÇ ç³ Ï³ -

Ýá ñ»Ý ï» Õ³ ÷á ËáõÙ ¿ A′′ Ï» ïÇ íñ³£ ÀÝ¹ áñáõÙ, Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ï³ñ µ»ñ Ï» ï» -

ñÁ Ï³ñ ï³ å³ï Ï»ñ í»Ý ï³ñ µ»ñ Ï» ï» ñÇ íñ³, ³Û¹ ÇëÏ å³ï ×³ éáí, Çñáù,

Ù»Ýù ëï³ ó³Ýù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõÙ£ ØÝáõÙ ¿ óáõÛó ï³É, áñ ³Û¹

Ó¨áí Ï³ éáõó í³Í ³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõ ÙÁ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ ß³ñ ÅáõÙ£ 

¸Ç ï³ñ Ï»Ýù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Çñ³ ñÇó ï³ñ µ»ñ »ñ Ïáõ A ¨ B Ï» ï»ñ, áñáÝù ³é³ -

çÇÝ ß³ñÅ Ù³Ý Ñ»ï¨³Ý ùáí ï» Õ³ ÷áË í»É »Ý Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ A′ ¨ B′
Ï» ï»ñ£ ¸Ç óáõù A′ ¨ B′ Ï» ï» ñÁ »ñÏ ñáñ¹ ß³ñÅ Ù³Ý Ñ»ï¨³Ý ùáí ï» Õ³ ÷áË í»É

»Ý Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ A′′ ¨ B′′ Ï» ï»ñ£ ø³ ÝÇ áñ AB = A′B′ = A′′B′′, ³å³

A ¨ B Ï» ï» ñÁ A′′ ¨ B′′ Ï» ï» ñÁ ï» Õ³ ÷á ËáÕ ³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõ ÙÁ ß³ñ ÅáõÙ ¿£

(â¿± áñ A-Ý ¨ B-Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í »ñ Ïáõ Ï» ï»ñ »Ý)£∇

ÜÏ. 51
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Â» á ñ»Ù 7.2Â» á ñ»Ù 7.2 Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ß³ñÅ Ù³Ý ¹»å ùáõÙ Ñ³ï í³ÍÝ ³ñ ï³ å³ï Ï»ñ -

íáõÙ ¿ Ñ³ï í³ ÍÇ£

²å³óáõÛó.²å³óáõÛó. ¸Ç óáõù ïñ í³Í ß³ñÅ Ù³Ý ¹»å -

ùáõÙ MN Ñ³ï í³ ÍÇ M ¨ N Í³Û ñ³ Ï» ï»ñÝ ³ñ -

ï³ å³ï Ï»ñ íáõÙ »Ý M1 ¨ N1 Ï» ï» ñÇ (ÝÏ. 52)£

²å³ óáõ ó»Ýù, áñ ³Ù µáÕç MN Ñ³ï í³ÍÝ ³ñ -

ï³ å³ï Ï»ñ íáõÙ ¿ M1N1 Ñ³ï í³ ÍÇ, ³Û ëÇÝùÝ

MN Ñ³ï í³ ÍÇ ó³Ý Ï³ ó³Í P Ï»ï ³ñ ï³ å³ï -

Ï»ñ íáõÙ ¿ M1N1 Ñ³ï í³ ÍÇÝ å³ï Ï³ ÝáÕ áñ¨¿

Ï» ïÇ ¨ M1N1 Ñ³ï í³ ÍÇ ó³Ý Ï³ ó³Í Ï»ï Ñ³Ý -

¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ MN Ñ³ï í³ ÍÇ áñ¨¿ Ï» ïÇ å³ï -

Ï»ñ£ 

¸Ç óáõù P-Ý MN Ñ³ï í³ ÍÇ Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý Ï»ï

¿, ÇëÏ P1-Á ³ÛÝ Ï»ïÝ ¿, áñÇÝ ³ñ ï³ å³ï Ï»ñ -

íáõÙ ¿ P Ï» ïÁ£ òáõÛó ï³Ýù, áñ P1-Á ·ïÝ íáõÙ ¿

M1N1 Ñ³ï í³ ÍÇ íñ³£ ø³ ÝÇ áñ ß³ñÅ Ù³Ý ¹»å -

ùáõÙ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ å³Ñ å³Ý íáõÙ »Ý, ³å³ 

M1N1 = MN, M1P1 = MP ¨ N1P1 = NP (1)

²Ûë ï» ÕÇó ëï³ó íáõÙ ¿, áñ 

M1P1 + P1N1 = MP + NP = MN = M1N1

¨ Ñ»ï¨³µ³ñ P1 Ï»ïÝ ÁÝ Ï³Í ¿ M1N1 Ñ³ï í³ ÍÇ íñ³ (Ñ³ Ï³é ³Ï ¹»å ùáõÙª »Ã»

P1-Ý ÁÝ Ï³Í ãÉÇ Ý»ñ M1N1 Ñ³ï í³ ÍÇ íñ³, ³å³ ï» ÕÇ Ïáõ Ý» Ý³ñ M1P1 + P1N1 > M1N1

³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ)£ ²Ûë åÇ ëáí, MN Ñ³ï í³ ÍÇ µá Éáñ Ï» ï»ñÝ ³ñ ï³ å³ï -

Ï»ñ íáõÙ »Ý M1N1 Ñ³ï í³ ÍÇ Ï» ï» ñÇÝ£ ØÝáõÙ ¿ óáõÛó ï³É, áñ M1N1 Ñ³ï í³ ÍÇ

ó³Ý Ï³ ó³Í P1 Ï»ï Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ MN Ñ³ï í³ ÍÇ ÙÇ áñ¨¿ Ï» ïÇ å³ï Ï»ñ£

Æñáù, Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ïñ í³Í ß³ñÅ Ù³Ý ¹»å ùáõÙ P1 Ï» ïÁ Ï³ñ ï³ å³ï Ï»ñ íÇ

Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ÙÇ áñ¨¿ P Ï» ïÇ íñ³£ òáõÛó ï³Ýù, áñ ³Û¹ P Ï» ïÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ MN

Ñ³ï í³ ÍÇ íñ³£ Æë Ï³ å»ë, (1) Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇó ¨ M1N1 = M1P1 + P1N1

å³Û Ù³ ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ MP + PN = MN£ Ð»Ýó ë³ ¿É Ñ³ë ï³ ïáõÙ ¿, áñ P-Ý

ÁÝ Ï³Í ¿ MN Ñ³ï í³ ÍÇ íñ³£ ∇
²å³ óáõó í³Í Ã» á ñ» ÙÇó û·ï í» Éáíª Ñ»ßï ¿ Ñ³ Ùá½ í»É, áñ ß³ñÅ Ù³Ý ¹»å ùáõÙ

»é³ÝÏ ÛáõÝÝ ³ñ ï³ å³ï Ï»ñ íáõÙ ¿ Çñ»Ý Ñ³ í³ ë³ñ »é³ÝÏ Û³Ý, áõ ÕÇÕÝ ³ñ ï³ -

å³ï Ï»ñ íáõÙ ¿ áõÕ ÕÇ, ×³ é³ ·³Û ÃÁª ×³ é³ ·³Û ÃÇ, ÇëÏ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁª Çñ»Ý Ñ³ í³ -

ë³ñ ³ÝÏ Û³Ý£ 
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7.2 Ð³ñÃáõÃÛ³Ý (ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý) Ï»ÝïñáÝ³ÛÇÝ ¨7.2 Ð³ñÃáõÃÛ³Ý (ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý) Ï»ÝïñáÝ³ÛÇÝ ¨

³é³Ýóù³ÛÇÝ Ñ³Ù³ã³÷áõÃÛáõÝÝ»ñ³é³Ýóù³ÛÇÝ Ñ³Ù³ã³÷áõÃÛáõÝÝ»ñ

Î³ ë»Ýù, áñ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý (ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý) A ¨ A′ Ï» ï» ñÁ Ñ³ Ù³ ã³÷ (ëÇ -

Ù»ï ñÇÏ) »Ý ú Ï» ïÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ, »Ã» ú-Ý AA′ Ñ³ï í³ ÍÇ ÙÇç Ý³ Ï»ïÝ ¿£ ÀÝ¹

áñáõÙ, ú-Ý Ïáã íáõÙ ¿ A ¨ A′ Ï» ï» ñÇ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï ñáÝ (ÝÏ. 53)£

àõÕ ÕÇ íñ³ ·ïÝ íáÕ ó³Ý Ï³ ó³Í ú Ï»ï áã ÙÇ ³ÛÝ áõ ÕÇ ÕÁ ïñá ÑáõÙ ¿ »ñ Ïáõ

áõÕÕáñ¹ í³Í ¨ Çñ³ñ Ñ³ Ï³ ¹Çñ ×³ é³ ·³ÛÃ Ý» ñÇ, ³ÛÉ¨ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ ³Û¹ áõÕ -

ÕÇ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï ñáÝ, ³Û ëÇÝùÝª áõÕ ÕÇ íñ³ ÇÝã åÇ ëÇ M Ï»ï ¿É áñ

í»ñó Ý»Ýù, ³Û¹ áõÕ ÕÇ íñ³ Ï·ïÝ íÇ ³ÛÝ åÇ ëÇ M′ Ï»ï, áñÁ Ñ³ Ù³ ã³÷ ¿ M-ÇÝ ú

Ï» ïÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ£ 

ÆÝã å»ë ¨ áõÕ ÕÇ ¹»å ùáõÙ, Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý (ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý) ó³Ý Ï³ ó³Í Ï»ï

Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý (ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý) Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï ñáÝ£

àñ å»ë ½Ç Ï³ éáõ ó»Ýù A Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ ã³÷ Ï» ïÁ ú Ï» ïÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ, å»ïù ¿ A

¨ O Ï» ï» ñáí ï³ Ý»É áõ ÕÇÕ ¨ ³Û¹ áõÕ ÕÇ íñ³ í» ñÁ Ýß í³Í Ï³ Ýá Ýáí Ï³ éáõ ó»É A-ÇÝª

ú Ï» ïÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ñ³ Ù³ ã³÷ A′ Ï» ïÁ£

òáõÛó ï³Ýù, ûñÇ Ý³Ï, áñ ½áõ ·³ Ñ» é³· ÍÇ ³ÝÏ Ûáõ Ý³· Í» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ïÁ
Ýñ³ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï ñáÝÝ ¿ (10-ñ¹ ¹³ ë³ ñ³ ÝÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹³ -

ëÁÝ Ã³ óÇó í»ñ ÑÇß »ù å³ï Ï» ñÇ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï ñá ÝÇ ë³Ñ Ù³ Ýáõ ÙÁ)£ 

Æñáù, ¹Ç óáõù EF-Á ABCD ½áõ ·³ Ñ» é³· ÍÇ AB ¨ CD ½áõ ·³ Ñ»é ÏáÕ Ù» ñÁ Ñ³ -

ïáÕ áõ ÕÇÕ ¿ (ÝÏ. 54)£ ∆OAE = ∆OFC, ù³ ÝÇ áñ AO = OC (Áëï ½áõ ·³ Ñ» é³·ÍÇ

³ÝÏ ÛáõÝ³· Í» ñÇ Ñ³ï Ïáõ ÃÛ³Ý), ∠FOC = ∠AOE (Ñ³ Ï³ ¹Çñ ³ÝÏ Ûáõ ÝÝ»ñ),

∠FCO = ∠OAE (Ý»ñ ùÇÝ Ë³ ã³ ¹Çñ)£ ºé³ÝÏ -

ÛáõÝ Ý» ñÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ

OE = OF£ ²Û ëÇÝùÝ ëï³ó í»ó, áñ ½áõ ·³ Ñ» -

é³· ÍÇ ó³Ý Ï³ ó³Í Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ ã³÷ Ï» ïÁ

O-Ç ÝÏ³ï Ù³Ùµ ÝáõÛÝ å»ë å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿

½áõ ·³ Ñ» é³· ÍÇÝ£ ÆÝù Ýáõ ñáõÛÝ ³å³ óáõ ó»ù,

áñ ½áõ ·³ Ñ» é³ ·Ç ÍÁ ³ÛÉ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý

Ï»Ýï ñáÝ ãáõ ÝÇ£

ÜÏ. 53
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ê³ Ï³ÛÝ µ³ óÇ Ï»Ýï ñá Ý³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõ ÝÇó, Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ·áÛáõ -

ÃÛáõÝ áõ ÝÇ Ý³¨ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¨ë Ù»Ï ï» ë³Ïª ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ -

ÃÛáõ ÝÁ, áñÁ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý µÝáõ Ã³· ñÇã Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõÝÝ ¿£ 

Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í áõ ÕÇÕ Ýñ³ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³ÝóùÝ ¿£
Æ±Ýã ¿ ¹³ Ýß³Ý³ÏáõÙ£

ÆÝã å»ë ·Ç ï»Ýù, áõ ÕÇ ÕÁ »ñ Ïáõ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý ·ÇÍ ¿£  ²Ûë ï» -

ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ùá ¹»É Ñ³Ý ¹Ç ë³ óáÕ  ÃÕ ÃÇ Ïïá ñÁ Í³ É» ÉÇë Ï³ -

é³ ç³ Ý³ áõ ÕÇÕ ·ÇÍ£ ¸³ ³í» ÉÇ å³ñ½ Ï¹³é Ý³, »Ã» ÷áùñ -ÇÝã ÁÝ¹ É³Û Ý»Ýù

ÃÕÃÇ Ù³ ë» ñÁ, áñáÝù ëï³ó í»É ¿ÇÝ ÃáõÕ ÃÁ Í³ É» ÉÇë£ ²Û¹ ¹»å ùáõÙ Ïï»ë Ý»Ýù, áñ

Í³É Ù³Ý ·Ç ÍÁ »ñ Ïáõ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý ·ÇÍ ¿£ 

ºÃ» ÃÕ ÃÇ Í³É Ù³Ý Ñ»ï¨³Ý ùáí A ¨ A′ Ï» ï» ñÁ ÏÑ³ ÙÁÝÏ Ý»Ý, ³å³ Ï³ ë»Ýù,

áñ A ¨ A′-Á Ñ³ Ù³ ã³÷ »Ý ÃÕ ÃÇ Í³É Ù³Ý Ñ»ï¨³Ý ùáí ³é³ ç³ ó³Í a áõÕ ÕÇ

ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ï³Ù Ýñ³Ýù ³Ýó ÝáõÙ »Ý Ù» ÏÁ ÙÛáõ ëÇÝ a áõÕ ÕÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ñ³ Ù³ -

ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ (ÝÏ. 55 ³, µ, ·)£

Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý »ñ Ïáõ å³ï Ï»ñ Ý»ñ Ï³Ù ·Í»ñ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ »Ý Ñ³ Ù³ ã³÷

Ýñ³Ý å³ï Ï³ ÝáÕ a áõÕ ÕÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ, »Ã» ÙÇ å³ï Ï» ñÇ ó³Ý Ï³ ó³Í Ï» ïÇ

Ñ³ Ù³ñ Ï·ïÝ íÇ a áõÕ ÕÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ýñ³Ý Ñ³ Ù³ ã³÷ Ï»ï, áñÁ å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿

ÙÛáõë å³ï Ï» ñÇÝ£

Ð³ë Ï³ Ý³ ÉÇ ¿, áñ Ñ³ Ù³ ã³÷ å³ï Ï»ñ Ý» ñÁ Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý£ ºÃ» a áõÕ -

ÕÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ñ»ï¨³Ý ùáí å³ï Ï» ñÁ ãÇ ÷áË íáõÙ, ³ÛÉ ï» -

Õ» ñáí ÷áË íáõÙ »Ý ÙÇ ³ÛÝ å³ï Ï» ñÇÝ å³ï Ï³ ÝáÕ Ï» ï» ñÇ áñáß ½áõÛ ·»ñ,

³å³ Ï³ ë»Ýù, áñ a áõ ÕÇ ÕÁ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ ³Û¹ å³ï Ï» ñÇ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý

³é³Ýóù£ 

Â» á ñ»Ù 7.3Â» á ñ»Ù 7.3 ºÃ» Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ å³ï Ï³ ÝáÕ »ñ Ïáõ áõ ÕÇÕ Ý»ñ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó

»Ý, ³å³ Ýñ³Ý óÇó Ù» ÏÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ ÙÛáõë áõ ÕÇÕÝ

³ñ ï³ å³ï Ï»ñ íáõÙ ¿ ÇÝùÝ Çñ íñ³£

ÜÏ. 55
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²å³ óáõÛó.²å³ óáõÛó. Ð³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ë³Ñ Ù³ Ýáõ ÙÇó µËáõÙ ¿, áñ ó³Ý Ï³ ó³Í

å³ï Ï»ñ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ

³Ýó ÝáõÙ ¿ Çñ»Ý Ñ³ í³ ë³ñ å³ï Ï» ñÇ£

àõë ïÇ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ Çñ»Ý Ñ³ -

í³ ë³ñ ³ÝÏ Û³Ý£ ¸Ç ï³ñÏ íáÕ áõ ÕÇÕ -

Ý» ñÁ Ýß³ Ý³ Ï»Ýù a ¨ b-áí£ ¸Ç ï³ñ -

Ï»Ýù Ýñ³Ýó Ñ³ ïáõ ÙÇó ³é³ ç³ ó³Í

³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÇó áñ¨¿ Ù» ÏÁ£ ²Û¹ ³ÝÏ Û³Ý

ÏáÕ Ù»ñ »Ý Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ a1 ¨ b1 ×³ é³ -

·³ÛÃ Ý» ñÁ (ÝÏ. 56)£

Àëï å³Û Ù³ ÝÇ, ³Û¹ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ Ñ³ -

í³ ë³ñ ¿ 900£ a áõÕ ÕÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ñ³ -

Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ ³Û¹ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ

Ï³Ýó ÝÇ Çñ»Ý Ñ³ í³ ë³ñ ³ÝÏ Û³Ý£ ÀÝ¹ áñáõÙ, a áõÕ ÕÇ íñ³ ·ïÝ íáÕ ÏáÕ ÙÁ (a1

×³ é³ ·³Û ÃÁ) ÏÙ Ý³ Çñ ï» ÕáõÙ£ Ð»ï¨³µ³ñ, ÙÛáõë ÏáÕ ÙÁ (b1 ×³ é³ ·³Û ÃÁ) Ï³ñ -

ï³ å³ï Ï»ñ íÇ Çñ ß³ ñáõ Ý³ Ïáõ ÃÛ³Ý íñ³ª b áõÕ ÕÇ ÙÛáõë ×³ é³ ·³ÛÃ Çª b2-Ç

íñ³£∇

Â» á ñ»Ù 7.4Â» á ñ»Ù 7.4 Þñ ç³ Ý³· ÍÇ Ï»Ýï ñá Ýáí ³Ýó ÝáÕ ó³Ý Ï³ ó³Í áõ ÕÇÕ Ñ³Ý ¹Ç -

ë³ ÝáõÙ ¿ Ýñ³ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù£ 

²Ûë Ã» á ñ» ÙÇ åÝ ¹áõ ÙÁ ³ÏÝ Ñ³Ûï ¿£ ²ÛÝ Ù»Ýù Ï³ å³ óáõ ó»Ýù ÙÇ ³ÛÝ ³ÛÝ

å³ï ×³ éáí, áñ Ï³ñ¨áñ ÷³ë ï» ñÁ (ÇëÏ ³Ûë ÷³ë ïÁ ß³ï Ï³ñ¨áñ ¿) û· ï³ Ï³ñ

¿ Ó¨³Ï»ñ å»É Ã» á ñ»Ù Ý» ñÇ ï»ë ùáí, ÇëÏ Ã» á ñ» ÙÁ ³ÝÑ ñ³ Å»ßï ¿ ³å³ óáõ ó»É£

²å³ óáõÛó.²å³ óáõÛó. Àëï ë³Ñ Ù³Ý Ù³Ý, ßñ ç³ Ý³ ·Ç ÍÁ Ï³½Ù í³Í ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ

µá Éáñ Ï» ï» ñÇó, áñáÝù ·ïÝ íáõÙ »Ý Ýñ³ Ï»Ýï -

ñá ÝÇó ÙÇ¨ÝáõÛÝ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý íñ³£ Þñ ç³ -

Ý³· ÍÇ ú Ï»Ýï ñá Ýáí ï³ Ý»Ýù Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý a

áõ ÕÇÕ£ ¸Ç óáõù A-Ý ßñ ç³ Ý³· ÍÇ áñ¨¿ Ï»ï ¿ (ÝÏ.

57)£

ºÃ» A-Ý ·ïÝ íáõÙ ¿ a áõÕ ÕÇ íñ³, ³å³ a áõÕ -

ÕÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ A-Ý

ÏÙ Ý³ Çñ ï» ÕáõÙ£

ÆëÏ »Ã» A-Ý ãÇ å³ï Ï³ ÝáõÙ a áõÕ ÕÇÝ, ³å³

Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý  ¹»å ùáõÙ ³ÛÝ Ï³Ýó ÝÇ ÙÇ ÇÝã -

áñ A° Ï» ïÇ, ÇëÏ OA Ñ³ï í³ ÍÁª OA° Ñ³ï í³ ÍÇ£

Àëï Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ñ³ï Ïáõ ÃÛ³Ý, OA = OA°, ¨ Ñ»ï¨³µ³ñ A° Ï» ïÁ å³ï Ï³ -

ÝáõÙ ¿ ßñ ç³ Ý³· ÍÇÝ£ ´³Ûó ÝáõÛÝ ³Û¹ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ A° Ï» ïÁ, Çñ

Ñ»ñ ÃÇÝ, Ï³Ýó ÝÇ A-ÇÝ£ Î³ñ× ³ë³Í, a áõÕ ÕÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ¹»å -

ùáõÙ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ íñ³ ·ïÝ íáÕ A ¨ A° Ï» ï» ñÁ ÷á ËáõÙ »Ý Çñ»Ýó ï» Õ» ñÁ£ ¸ñ³ -

ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ³Ù µáÕç ßñ ç³ Ý³ ·Ç ÍÁ ³ñ ï³ å³ï Ï»ñ íáõÙ ¿ ÇÝùÝ Çñ íñ³£∇
²ÏÝ Ñ³Ûï ¿ Ý³¨, áñ ßñ ç³ Ý³ ·Ç ÍÁ (ÇÝã å»ë Ý³¨ ßñ ç³ ÝÁ) ³ÛÉ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ -

ÜÏ. 56
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ÃÛ³Ý ³é³Ýóù Ý»ñ ãáõ ÝÇ£ Æñáù, »Ã» áõ ÕÇ ÕÁ ãÇ ³Ýó ÝáõÙ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ï»Ýï ñá -

Ýáí, ³å³ ï³ Ý» Éáí ³Û¹ áõÕ ÕÇÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ïñ³ Ù³ ·ÇÍ, ÏÑ³ Ùá½ í»Ýù, áñ

Ýñ³ Í³Û ñ³ Ï» ï» ñÇó Ù» ÏÇ å³ï Ï» ñÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ ßñ ç³ ÝÇó ¹áõñë£
Þ³ ñáõ Ý³ Ï»Ýù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ß³ñÅ Ù³Ý ³ÛÉ Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ áõ ëáõÙ Ý³ ëÇ -

ñáõ ÃÛáõ ÝÁ.

ºñ Ïáõ ÑÇÙ Ý³ Ï³Ý Ã» á ñ»Ù Ý»ñ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ß³ñÅ Ù³Ý Ù³ ëÇÝ£

Â» á ñ»Ù 7.5Â» á ñ»Ù 7.5 Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í ß³ñ ÅáõÙ ÉÇ á íÇÝ ïñ íáõÙ ¿ Ýñ³ ÙÇ áõÕ -

ÕÇ íñ³ ã·ïÝ íáÕ »ñ»ù Ï» ï» ñÇ ß³ñ ÅáõÙ Ý» ñáí£

²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í, »Ã» A, B ¨ C-Ý ÙÇ áõÕ ÕÇ íñ³ ã·ïÝ íáÕ »ñ»ù Ï» ï»ñ »Ý ¨ Ýß -

í³Í »Ý A°, B° ¨ C° Ï» ï» ñÁ, áñáÝó Ýñ³Ýù ³Ýó ÝáõÙ »Ý ÙÇ ÇÝã -áñ ß³ñÅ Ù³Ý

Ñ»ï¨³Ý ùáí, ³å³ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í M Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ñ ÉÇ á íÇÝ áñáß -

íáõÙ ¿ ³ÛÝ M° Ï» ïÁ, áñÇÝ Ý³ ³Ýó ÝáõÙ ¿ ³Û¹ ß³ñÅ Ù³Ý ³ñ¹ ÛáõÝ ùáõÙ£

²å³óáõÛó£²å³óáõÛó£ ¸Ç óáõù ABC »é³ÝÏ Û³Ý ·³ ·³Ã Ý» ñÁ ß³ñÅ Ù³Ý Ñ»ï¨³Ý ùáí

³Ýó ÝáõÙ »Ý Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ A′, B′ ¨ C′ Ï» ï» ñÇÝ£ 

A°B°C° »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ ABC »é³ÝÏ Û³ ÝÁ (ÝÏ. 58)£

ì»ñó Ý»Ýù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í M Ï»ï£ ¸Ç óáõù ß³ñÅ Ù³Ý ³ñ¹ ÛáõÝ ùáõÙ

ÜÏ. 58

³ÛÝ ³Ýó ÝáõÙ ¿ M′ Ï» ïÇ£ ø³ ÝÇ áñ A′M′ = AM,  B′M′ = BM, ³å³ M′-Á A′ ¨ B′
Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñáí ¨ AM, BM ß³ é³ íÇÕ Ý» ñáí ßñ ç³ Ý³· Í» ñÇ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ï» ñÇó

Ù»ÏÝ ¿£ ²Û¹ »ñ Ïáõ ßñ ç³ Ý³· Í» ñÁ Ñ³ï íáõÙ »Ý áã ³í» ÉÇ, ù³Ý »ñ Ïáõ Ï» ïáõÙ£ ºí

M° Ï» ïÇ ¹Çñ ùÁ ×ß ï» Éáõ Ñ³ Ù³ñ ÙÝáõÙ ¿ Ï³ éáõ ó»É ¨ë Ù»Ï ßñ ç³ Ý³ ·ÇÍ C′ Ï»Ýï -

ñá Ýáí ¨ CM ß³ é³í Õáí£ ²é³ çÇÝ »ñ Ïáõ ßñ ç³ Ý³· Í» ñÇ ³ÛÝ Ñ³ï Ù³Ý Ï» ïÁ,

áñÁ å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿ Ý³¨ »ñ ñáñ¹ ßñ ç³ Ý³· ÍÇÝ, Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ¿ Ñ»Ýó Ù»½ ³ÝÑ -

ñ³ Å»ßï M′ Ï» ïÁ£

²Ûë ï»Õ ¿³ Ï³Ý ¿ñ ³ÛÝ ÷³ë ïÁ, áñ A, B ¨ C ¨ Ñ»ï¨³µ³ñ A°, B° ¨ C° Ï» ï» -

ñÁ  ã»Ý ·ïÝ íáõÙ ÙÇ áõÕ ÕÇ íñ³£ ºñ»ù ßñ ç³ Ý³· Í»ñ, áñáÝó Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñÁ ã»Ý

·ïÝ íáõÙ ÙÇ áõÕ ÕÇ íñ³, áõ Ý»Ý áã ³í» ÉÇ, ù³Ý ÙÇ ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ Ï»ï£ ÆëÏ ·á Ý» ÙÇ

ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ Ï»ï Ýñ³Ýù å»ïù ¿ áõ Ý» Ý³Ý, áñáí Ñ»ï¨ A°, B° ¨ C° Ï» ï» ñÇó

ïñí³Í Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ áõ Ý» óáÕ M° Ï»ï ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ ÝÇ£ ∇
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Ð»ï¨Û³É Ã» á ñ» ÙÁ óáõÛó ¿ ï³ ÉÇë ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³ ç³ -

ï³ñ ¹» ñÁ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ï³ñ µ»ñ ï»ë ùÇ ß³ñ ÅáõÙ Ý» ñÇ Ù»ç£

Â» á ñ»Ù 7.6Â» á ñ»Ù 7.6 Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í ß³ñ ÅáõÙ Ï³ ñáÕ ¿ ëï³ó í»É áã ³í» -

ÉÇ, ù³Ý »ñ»ù ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ û· Ýáõ ÃÛ³Ùµ£

²å³ óáõÛó.²å³ óáõÛó. ´³ í³ Ï³Ý ¿ ³å³ óáõ ó»É, áñ áã ³í» ÉÇ, ù³Ý »ñ»ù Ñ³ çáñ ¹³ -

Ï³Ý ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ û· Ýáõ ÃÛ³Ùµ ÙÇ áõÕ ÕÇ íñ³ ã·ïÝ íáÕ

»ñ»ù A, B ¨ C Ï» ï»ñ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ï» Õ³ ÷á Ë»É ó³Ý Ï³ ó³Í ³ÛÝ åÇ ëÇ A′, B′ ¨ C′
Ï» ï» ñÇ, áñ A′B′ = AB,  B′C′ = BC,  C′A′ = CA£

àñ å»ë Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³ çÇÝ ³é³Ýóù í»ñó Ý»Ýù AA° Ñ³ï í³ ÍÇ ÙÇç -

ÝáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ óÁ£ 

²Û¹ ¹»å ùáõÙ A Ï» ïÁ Ï³Ýó ÝÇ A′ Ï» ïÇÝ (ÝÏ. 59)£ ¸Ç óáõù ³Û¹ ¹»å ùáõÙ B-Ý

Ï³Ýó ÝÇ B1 Ï» ïÇÝ, C-Ýª C1 Ï» ïÇÝ (»Ã» A-Ý Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ ¿ A′-Ç Ñ»ï, ³å³ ³Ûë

Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõ ÝÁ ³í» Éáñ¹ ÏÉÇ Ý»ñ)£ àñ å»ë »ñÏ ñáñ¹ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý

³é³Ýóù í»ñó Ý»Ýù B′B1 Ñ³ï í³ ÍÇ ÙÇç ÝáõÕ Õ³ Ñ³ Û³ óÁ (ÝÏ. 60)£ ø³ ÝÇ áñ

A′B′= AB = A′B1, ³å³ ÁÝïñ í³Í Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýó ùÁ å³ ñáõ Ý³ ÏáõÙ ¿

A′ Ï» ïÁ£

àõë ïÇ »ñÏ ñáñ¹ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³ñ¹ ÛáõÝ ùáõÙ A′ Ï» ïÁ ÏÙ Ý³ Çñ ï» ÕáõÙ,

ÇëÏ B1 Ï» ïÁ Ï³Ýó ÝÇ B′-ÇÝ£ ²Ûë åÇ ëáí »ñ Ïáõ Ñ³ çáñ ¹³ Ï³Ý Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ -

Ý» ñÇ ³ñ¹ ÛáõÝ ùáí A Ï» ïÁ ³Ý ó³í A′ Ï» ïÇÝ,  B Ï» ïÁª B′ Ï» ïÇÝ£ ¸Ç óáõù C-Ý

³Ý ó»É ¿ C2 Ï» ïÇÝ£

ø³ ÝÇ áñ A′C2 = AC = A′C′,  B′C2 = BC = B′C′ , ³å³ C2–Á Ï³ ñáÕ ¿ ·ñ³ í»É

»ñ Ïáõ ÑÝ³ ñ³ íáñ ¹Çñ ù» ñÇó áñ¨¿ Ù» ÏÁ. Ï³Ù Ï³ ñáÕ ¿ Ñ³ ÙÁÝÏ Ý»É C′-Ç  Ñ»ï, ¨

³Û¹ ¹»å ùáõÙ »ñ ñáñ¹ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõ ÝÁ Ï³ ï³ ñ»ÉÝ ³í» Éáñ¹ ¿, Ï³Ù ³ÛÝ Ñ³ -

Ù³ ã³÷ ÏÉÇ ÝÇ C′-ÇÝ A′B′-Ç ÝÏ³ï Ù³Ùµ (ÝÏ. 61)£ ²Ûë ¹»å ùáõÙ Ï³ ï³ ñáõÙ »Ýù

Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ A′B′-Ç ÝÏ³ï Ù³Ùµ£ ²Ûë åÇ ëáí, Ï³ ï³ñ í³Í »ñ»ù (Ï³Ù ³í» -

ÉÇ ùÇã) Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ³ñ¹ ÛáõÝ ùáõÙ A Ï» ïÁ ³Ý ó³í A′-ÇÝ, B-Ýª B′-ÇÝ ¨

C-Ýª C′-ÇÝ£ àõë ïÇ ³Û¹ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ ï³ ÉÇë »Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»½ ³ÝÑ -

ñ³ Å»ßï ß³ñ Åáõ ÙÁ£ (¸³ µËáõÙ ¿ 7.5 Ã» á ñ» ÙÇó)£

ÜÏ. 59 ÜÏ. 60 ÜÏ. 61
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7.3 Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ß³ñÅ Ù³Ý ï» ë³Ï Ý» ñÁ7.3 Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ß³ñÅ Ù³Ý ï» ë³Ï Ý» ñÁ

´Ý³ Ï³Ý Ñ³ñó ¿ Í³ ·áõÙª ÁÝ¹ Ñ³Ý ñ³ å»ë Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ÇÝã åÇ ëÇ± ß³ñ ÅáõÙ -

Ý»ñ ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ Ý»Ý£ Â» á ñ»Ù 7.6-Ç û· Ýáõ ÃÛ³Ùµ ³Û¹ Ñ³ñ óÇÝ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ëå³ -

éÇã å³ ï³ë Ë³Ý ï³É£ Ø»Ýù ß³ñ Åáõ ÙÁ Ïµ Ýáõ Ã³· ñ»Ýù ³ÛÝ ïíáÕ ³é³Ýó ù³ -

ÛÇÝ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ù³ Ý³ Ïáí£

Ü³Ë ³é³ÝÓ Ý³ó Ý»Ýù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ÝáõÛ Ý³ Ï³Ý  Ó¨³÷á Ëáõ ÃÛáõ ÝÁ, áñÇ

¹»å ùáõÙ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ Ï»ï ÙÝáõÙ ¿ Çñ ï» ÕáõÙ£ Ð³ë Ï³ Ý³ ÉÇ ¿,

áñ ³Û¹ åÇ ëÇ Ó¨³÷á Ëáõ ÃÛáõ ÝÁ ß³ñ ÅáõÙ ¿£ 

². ¼áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛáõÝ². ¼áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛáõÝ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ.ê³ÑÙ³ÝáõÙ. !A#A′ í»Ï ïáñáí ½áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý
³ÛÝ åÇ ëÇ ³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõÙ ¿, áñÇ ¹»å ùáõÙ Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ M Ï»ï ³ñ ï³ -

å³ï Ï»ñ íáõÙ ¿ ÙÇ ³ÛÝ åÇ ëÇ M1 Ï» ïÇ, áñ  !M#M1 = !A#A′£
¼áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛáõ ÝÁ ß³ñ ÅáõÙ ¿, ³Û ëÇÝùÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ åÇ ëÇ

³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõÙ ¿ Çñ íñ³, áñÁ å³Ñ å³ ÝáõÙ ¿ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ£

²å³ óáõ ó»Ýù ³Ûë åÝ ¹áõ ÙÁ£ ¸Ç óáõù #a í»Ï ïá -
ñáí ½áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ M ¨ N

Ï» ï»ñÝ ³ñ ï³ å³ï Ï»ñ íáõÙ »Ý M1 ¨ N1 Ï» ï» -

ñÇÝ (ÝÏ. 62)£ ø³ ÝÇ áñ !M!#M1 = #a ¨ !N#N1 = #a, ³å³

!M!#M1 = !N#N1£ ¸ñ³ ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ MM1N1N

ù³ é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ ½áõ ·³ Ñ» é³ ·ÇÍ ¿£ Ð»ï¨³µ³ñ

MN = M1N1, ³Û ëÇÝùÝ M ¨ N Ï» ï» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ -

ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ M1 ¨ N1 Ï» ï» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ -

ÃÛ³ ÝÁ£ (²ÛÝ ¹»å ùÁ, »ñµ M ¨ N Ï» ï» ñÁ ¹³ ë³ -

íáñ í³Í »Ý #a í»Ï ïá ñÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é áõÕ ÕÇ íñ³,

¹Ç ï³ñ Ï»ù ÇÝù Ýáõ ñáõÛÝ)£∇
ØÇ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõ ÝÁ ³Û¹ å»ë ¿É ï³ ÉÇë ¿ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ -

Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ£ ²é³ í»É Ñ» ï³ùñ ùÇñ ¿ »ñ Ïáõ ³é³Ýó ù³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ -

Ý» ñÇ ¹»å ùÁ£ ²Ûë ï»Õ Ï³ »ñ Ïáõ ÑÝ³ ñ³ íá ñáõ ÃÛáõÝª Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù -

Ý» ñÁ ½áõ ·³ Ñ»é »Ý ¨ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù Ý» ñÁ Ñ³ï íáõÙ »Ý£ ²é³Ý ÓÇÝ

ùÝ Ý³ñ Ï»Ýù ³Û¹ ¹»å ù» ñÁ£

Â» á ñ»Ù 7.7Â» á ñ»Ù 7.7 ¼áõ ·³ Ñ»é ³é³Ýóù Ý» ñáí »ñ Ïáõ Ñ³ çáñ ¹³ Ï³Ý Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ -

ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ³ñ¹ ÛáõÝ ùáõÙ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í A Ï»ï ³Ýó ÝáõÙ ¿ ³ÛÝ åÇ ëÇ

A′ Ï» ïÇ, áñ AA′ í»Ï ïá ñÁ Ñ³ë ï³ ïáõÝ ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý µá Éáñ Ï» ï» ñÇ Ñ³ Ù³ñ£

²ÛëÇÝùÝ ³Û¹ Ó¨³÷á Ëáõ ÃÛáõ ÝÁ ½áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛáõÝ ¿ AA′ í»Ï ïá -

ñáí£ Àëï áñáõÙª AA′ í»Ï ïá ñÁ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ³é³Ýóù -

ÜÏ. 62
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Ý» ñÇÝ, áõÕÕ í³Í ¿ ³é³ çÇÝ ³é³Ýó ùÇó ¹» åÇ »ñÏ ñáñ ¹Á ¨ Ýñ³ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ

»ñ Ïáõ ³Ý ·³Ù Ù»Í ¿ ³é³Ýóù Ý» ñÇ ÙÇç¨ »Õ³Í Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÇó£ 

²å³ óáõÛó.²å³ óáõÛó. ¸Ç ï³ñ Ï»Ýù ÙÇ áñ¨¿ !A#B í»Ï ïáñ, áñÁ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ Ñ³ Ù³ -
ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ³é³Ýóù Ý» ñÇÝ (ÝÏ. 63)£ 

Úáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ -

ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ ³ÛÝ ³Ýó ÝáõÙ ¿

ÝáõÛÝ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛ³Ùµ, µ³Ûó Ñ³ -

Ï³ é³Ï áõÕ Õáõ ÃÛáõÝÝ áõ Ý» óáÕ

í»Ï ïá ñÇ£ Üß³ Ý³ ÏáõÙ ¿ »ñ Ïáõ

Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇó Ñ» ïá

³ÛÝ Ï³Ýó ÝÇ !A!′#B′ = !A#B í»Ï ïá ñÇ,
áñÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ ÝáõÛÝ AB áõÕ ÕÇ

íñ³£ ²Ûë åÇ ëáí, !A!#A′ = !B!#B′,  ³Û -
ëÇÝùÝª Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù  Ý» ñÇÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó áõÕ ÕÇ ó³Ý Ï³ ó³Í Ï»ï

»ñ Ïáõ Ñ³ çáñ ¹³ Ï³Ý Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇó Ñ» ïá ï» Õ³ß ³ñÅ íáõÙ ¿ ÝáõÛÝ

í»Ï ïá ñáí£ 

ì»ñó Ý» Éáí A Ï» ïÁ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³ çÇÝ ³é³Ýó ùÇ íñ³ª Ù»Ýù Ñ»ß -

ïáõ ÃÛ³Ùµ Ñ³ Ùá½ íáõÙ »Ýù, áñ ½áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛ³Ý í»Ï ïá ñÇ »ñ Ï³ ñáõ -

ÃÛáõ ÝÁ, Çñáù, »ñ Ïáõ ³Ý ·³Ù Ù»Í ¿ ³é³Ýóù Ý» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÇó ¨ áñ ³ÛÝ

áõÕÕ í³Í ¿ ³é³ çÇÝ ³é³Ýó ùÇó »ñÏ ñáñ ¹Á£ ∇
²å³ óáõó í³Í Ã» á ñ» ÙÇó Ù³ë Ý³ íá ñ³ å»ë Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ í»ñó Ý» Éáí ó³Ý Ï³ -

ó³Í »ñ Ïáõ áõ ÕÇÕ Ý»ñ, áñáÝù áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó »Ý ÙÇ ÇÝã -áñ #a í»Ï ïá ñÇ áõ ·ïÝ íáõÙ »Ý 
1

Çñ³ ñÇó ----- | #a | Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý íñ³, ¨ Ï³ ï³ ñ» Éáí »ñ Ïáõ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý»ñ
2

³Û¹ »ñ Ïáõ áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³Ý Ñ»ñ Ã³ Ï³ Ýáõ ÃÛ³Ùµª

Ïëï³ Ý³Ýù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ½áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛáõÝ #a í»Ï ïá ñáí£ 

ÜÏ. 63

¼áõ·³Ñ»é
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´. äïáõÛï ´. äïáõÛï 

Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ Ýß»Ýù O Ï»ï (åïáõÛ -

ïÇ Ï»Ýï ñá ÝÁ) ¨ α ³ÝÏ ÛáõÝ (åïáõÛ ïÇ ³ÝÏ -

Ûáõ ÝÁ)£

Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõ ÙÁ Ïáã -

íáõÙ ¿ α ³ÝÏ Ûáõ Ýáí åïáõÛï O Ï» ïÇ ßáõñ çÁ,
»Ã» Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í M Ï»ï ³ñ -
ï³ å³ï Ï»ñ íáõÙ ¿ ³ÛÝ åÇ ëÇ M1 Ï» ïÇ, áñ

OM = OM1 ¨ ∠MOM1 = α (ÝÏ. 64), ÁÝ¹ áñáõÙ

Ý³ Ë³ å»ë å»ïù ¿ Ýß»É Ý³¨ åïï Ù³Ý áõÕ -
Õáõ ÃÛáõ ÝÁ£

Â» á ñ»Ù 7.8Â» á ñ»Ù 7.8 äïáõÛ ïÁ ß³ñ ÅáõÙ ¿, ³Û -
ëÇÝùÝª Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ åÇ ëÇ ³ñ ï³ å³ï -
Ï» ñáõÙ ¿ Çñ íñ³, áñÇ ¹»å ùáõÙ Ñ» é³ íá ñáõ -
ÃÛáõÝ Ý» ñÁ å³Ñ å³Ý íáõÙ »Ý£

²å³ óáõÛó£²å³ óáõÛó£ ¸Ç óáõùª O-Ý åïáõÛ ïÇ Ï»Ýï ñáÝÝ ¿, α-Ý ûñÇ Ý³Ï, Å³Ùë É³ ùÇ

Ñ³ Ï³ é³Ï áõÕ Õáõ ÃÛ³Ùµ åïáõÛ ïÇ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£ ¸Ç óáõù M ¨ N Ï» ï» ñÁ ³Û¹

åïáõÛ ïÇ ¹»å ùáõÙ ³ñ ï³ å³ï Ï»ñ íáõÙ »Ý M1 ¨ N1 Ï» ï» ñÇ (ÝÏ. 65)£

∆OMN = ∆OM1N1, ù³ ÝÇ áñ OM = OM1, ON = ON1 ¨ ∠MON = ∠M1ON1£ àõë -

ïÇ MN = M1N1£ (²é³Ý ÓÇÝ ùÝ Ý³ñ Ï»ù ³ÛÝ ¹»å ùÁ, »ñµ O, M ¨ N Ï» ï»ñÝ ÁÝ -

Ï³Í »Ý ÙÇ áõÕ ÕÇ íñ³)£ ∇
Ð³ ×³Ë û· ï³ Ï³ñ ¿ Ý³¨ å³ñ ½»É, Ã» ýÇùë í³Í áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ -

ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ ÇÝã å»±ë »Ý ÷á ÷áË íáõÙ ïí³Í Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ Ïá -

áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÇ ßáõñ çÁ α ³ÝÏ Ûáõ Ýáí åï ï» ÉÇë£ ¸Ç óáõù M(x; y) Ï» -

ïÁ O Ï» ïÇ ßáõñ çÁ α ³ÝÏ Ûáõ Ýáí åï ï» ÉÇë ëï³ó í»É ¿ M1(x1; y1) Ï» ïÁ (ÝÏ. 66)£

ÜÏ. 65 ÜÏ. 66

ÜÏ. 64
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Üß³ Ý³ Ï»Ýù OM = OM1 = a, ÇëÏ OM Ñ³ï í³ ÍÇ ¨ Ox ³é³Ýó ùÇ ¹ñ³ Ï³Ý áõÕ -

Õáõ ÃÛ³Ý Ï³½ Ù³Í ³ÝÏ Ûáõ ÝÁª ϕ£ ²Û¹ ¹»å ùáõÙª a · cos ϕ = x, a · sin ϕ = y, 

a · cos(α + ϕ) = x1, a · sin(α + ϕ) = y1£ àõë ïÇª

x1 = a · cos(α + ϕ) = a cos α · cos ϕ − a sin α · sin ϕ = x cos α − y sin α
y1 = a · sin(α + ϕ) = a sin α · cos ϕ + a cos α · sin ϕ = x sin α + y cos α
²Ûë åÇ ëáí, M(x; y) Ï» ïÁ O Ï» ïÇ ßáõñ çÁ α ³ÝÏ Ûáõ Ýáí åï ï» Éáõó ëï³ó í³Í

M1(x1; y1) Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ M(x; y) Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñáí ³ñ ï³ -

Ñ³Ûï íáõÙ »Ý Ñ»ï¨Û³É µ³ Ý³Ó¨»ñáíª 

x1 = x · cos α − y sin α
y1 = x · sin α + y cos α (1) 

ÜÏ³ ï»Ýù, áñ ³Ûë µ³ Ý³Ó¨»ñÇó Ï³ ñ» ÉÇ ¿ ëï³ Ý³É åïáõÛ ïÁ ß³ñ ÅáõÙ ÉÇ Ý» -

Éáõ ÷³ë ïÇ ¨ë Ù»Ï ³å³ óáõÛó£ Æñáù, ¹Ç óáõù A(a, b) ¨ B(m, n) Ï» ï» ñÁ Ïá áñ ¹Ç -

Ý³ï Ý» ñÇ O ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÇ ßáõñ çÁ α ³ÝÏ Ûáõ Ýáí åï ï» ÉÇë ëï³ó í»É »Ý Ñ³ Ù³ -

å³ ï³ë Ë³ Ý³ µ³ñ A1(a1; b1) ¨ B1(m1; n1) Ï» ï» ñÁ£ Àëï (1) µ³ Ý³Ó¨»ñÇª 

a1 = a cos α − b sin α, b1 = a sin α + b cos α,

m1 = m cos α − n sin α, n1 = m sin α + n cos α
àõëïÇª

A1B
2
1 = (a1 − m1)

2 + (b1 − n1)
2 = [(a − m) cos α − (b − n) sin α]2 +

+ [(a − m) sin α + (b − n) cos α]2 = (a − m)2 · (sin2 α + cos2 α) +
+ (b − n)2(sin2 α + cos2 α) = (a − m)2 + (b − n)2 = AB2 ⇒ A1B1 = AB

²ÛÅÙ å³ñ ½»Ýù, Ã» ÇÝã åÇ ëÇ ß³ñ ÅáõÙ Ïë ï³ó íÇ »ñ Ïáõ Ñ³ï íáÕ ³é³Ýóù Ý» -

ñáí Ñ³ çáñ ¹³ Ï³Ý Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ³ñ¹ ÛáõÝ ùáõÙ£ ²Û¹ Ñ³ñ óÇÝ å³ ï³ë -

Ë³ ÝáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É Ã» á ñ» ÙÁ.

Â» á ñ»Ù 7.9Â» á ñ»Ù 7.9 ¸Ç óáõù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý l1 ¨ l2 »ñ Ïáõ áõ ÕÇÕ Ý»ñ Ñ³ï íáõÙ »Ý ú Ï» -

ïáõÙ ¨ Çñ³ñ Ñ»ï Ï³½ ÙáõÙ »Ý α ³ÝÏ ÛáõÝ (α ≤ 90°)£ ²Û¹ ¹»å ùáõÙ l1 ¨ l2 áõÕÇÕ -

Ý» ñÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ »ñ Ïáõ Ñ³ çáñ ¹³ Ï³Ý Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ³ñ¹ ÛáõÝ ùáõÙ

Ïëï³ Ý³Ýù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý åïáõÛï ú Ï» ïÇ ßáõñ çÁ

2α ³ÝÏ Ûáõ Ýáí£

ÀÝ¹ áñáõÙ, åïáõÛ ïÇ áõÕ Õáõ ÃÛáõ ÝÁ ÝáõÛÝÝ ¿, ÇÝã

l1 áõ ÕÇ ÕÁ α ³ÝÏ Ûáõ Ýáí åï ï» Éáí l2-ÇÝ µ» ñ» Éáõ áõÕ -

Õáõ ÃÛáõ ÝÁ£

ä³ñ ½³ µ³ Ý»Ýù, Ç±Ýã ¿ åÝ ¹áõÙ ³Ûë Ã» á ñ» ÙÁ£

ì»ñó Ý»Ýù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í A Ï»ï£ ¸Ç -

ï³ñ Ï»Ýù ú Ï»Ýï ñá Ýáí ¨ OA ß³ é³í Õáí ßñ ç³ Ý³ -

·ÇÍ (ÝÏ. 67)£

²Û¹ ßñ ç³ Ý³ ·Ç ÍÁ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù -

Ý» ñÁ Ñ³ ïáõÙ ¿ ãáñë Ï» ï» ñáõÙ£ ÀÝï ñ»Ýù ¹ñ³Ý -

óÇó »ñ Ïáõ ëÁª B1-Á l1 áõÕ ÕÇ íñ³ ¨ B2-Á l2 áõÕ ÕÇ íñ³,ÜÏ. 67
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³ÛÝ å»ë, áñ ∠B2OB1 = α£ ²Û¹ »ñ Ïáõ Ï» ï» ñÁ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ íñ³ áñáß áõÙ »Ý ß³ñÅ -

Ù³Ý áõÕ Õáõ ÃÛáõÝª B1-Çó B2 α-ÇÝ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ ÝáÕ ÷áùñ ³Õ» Õáí£  l1 ¨ l2

áõÕÇÕ Ý» ñÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ »ñ Ïáõ Ñ³ çáñ ¹³ Ï³Ý Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ³ñ¹ ÛáõÝ -

ùáõÙ A Ï» ïÁ Ï³Ýó ÝÇ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ A′ Ï» ïÇÝ£ ÀÝ¹ áñáõÙ, Ýß í³Í áõÕ Õáõ ÃÛ³Ùµ A-

Çó A′ ß³ñÅ í» ÉÇë Ù»Ýù Ïë ï³ Ý³Ýù ßñ ç³ Ý³· ÍÇ ÷áùñ ³Õ» ÕÁ, áñÇÝ Ñ³ Ù³ å³ -

ï³ë Ë³ ÝáõÙ ¿ 2α Ù» Íáõ ÃÛ³Ùµ Ï»Ýï ñá Ý³ ÛÇÝ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£ 

²å³ óáõÛó.²å³ óáõÛó. B1 Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ñ Ã» á ñ» ÙÇ åÝ ¹áõ ÙÁ ³ÏÝ Ñ³Ûï ¿£ ÀÝ¹ Ñ³ Ýáõñ

¹»å ùáõÙ ³é³ çÇÝ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõ ÝÇó Ñ» ïá AB1 ³Õ» ÕÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ ÝáõÛÝ åÇ ëÇ,

µ³Ûó Ñ³ Ï³ é³Ï áõÕÕ í³ Íáõ ÃÛ³Ùµ ³Õ» ÕÇ£ (B1 Ï» ïÁ ÙÝáõÙ ¿ Çñ ï» ÕáõÙ)£ ºñ Ïáõ

Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇó Ñ» ïá AB1 ³Õ» ÕÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ Çñ»Ý Ñ³ í³ ë³ñ ¨ ÝáõÛÝ

áõÕÕ í³ Íáõ ÃÛ³Ùµ A′B′1 ³Õ» ÕÇ£ àõë ïÇ ∠AOA′ = ∠B1OB′1 = 2α, ÁÝ¹ áñáõÙ, A ¨

A′ Ï» ï» ñÁ Çñ³ñ Ñ³ çáñ ¹áõÙ »Ý ÝáõÛÝ Ï»ñå, ÇÝã å»ë B1 ¨ B′1 Ï» ï» ñÁ£ ∇
²Ûë ï»Õ ³ÝÑ ñ³ Å»ßï ¿ áõß ³¹ ñáõ ÃÛáõÝ ¹³ñÓ Ý»É ³ÛÝ µ³ ÝÇ íñ³, áñ ÇÝã å»ë

¿É áñ ú Ï» ïáí ï³ Ý»Ýù Çñ³ñ Ñ»ï α ³ÝÏ Û³Ý ï³Ï Ñ³ï íáÕ »ñ Ïáõ áõ ÕÇÕ Ý»ñ,

³å³ ³Û¹ áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ »ñ Ïáõ Ñ³ çáñ ¹³ Ï³Ý Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇó

Ñ» ïá Ù»Ýù Ïë ï³ Ý³Ýù ú Ï» ïÇ ßáõñ çÁ 2α ³ÝÏ Ûáõ Ýáí åïáõÛï Ñ³ Ù³ å³ ï³ë -

Ë³Ý áõÕ Õáõ ÃÛ³Ùµ£

7.4 î³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ß³ñÅáõÙÁ7.4 î³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ß³ñÅáõÙÁ

î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ß³ñ Åáõ ÙÁ ë³Ñ Ù³Ý íáõÙ ¿ ×Çßï ³ÛÝ å»ë, ÇÝã å»ë Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ£ ²ÛÝ ¿ª ß³ñ ÅáõÙ Ïáã íáõÙ ¿ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ åÇ ëÇ ³ñ ï³ -

å³ï Ï» ñáõ ÙÁ, áñÇ ¹»å ùáõÙ å³Ñ å³Ý íáõÙ »Ý Ï» ï» ñÇ ÙÇç¨ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõÝ -

Ý» ñÁ£ î³ é³ óÇ á ñ»Ý ÝáõÛÝ Ï»ñå, ÇÝã å»ë Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ ¿ñ, ³å³ óáõó -

íáõÙ ¿, áñ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ß³ñÅ Ù³Ý ¹»å ùáõÙ áõ ÕÇÕ Ý» ñÁ ³Ýó ÝáõÙ »Ý áõ ÕÇÕ Ý» -

ñÇ, ×³ é³ ·³ÛÃ Ý» ñÁª ×³ é³ ·³ÛÃ Ý» ñÇ, Ñ³ï í³Í Ý» ñÁª Ñ³ï í³Í Ý» ñÇ, ¨ å³Ñ -

å³Ý íáõÙ »Ý ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÇ Ù» Íáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ£ 

î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ß³ñÅ Ù³Ý Ýáñ Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõÝ ¿ Ñ³Ý ¹Ç ë³ ÝáõÙ ³ÛÝ, áñ 

Þ³ñÅ Ù³Ý ¹»å ùáõÙ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý£

²å³ óáõ ó»Ýù ³Ûë Ñ³ïÏáõ ÃÛáõ ÝÁ£ ¸Ç óáõù α-Ý ó³Ý Ï³ ó³Í Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ ¿ (ÝÏ.

68 ³)£ Üñ³ íñ³ Ýß»Ýù ÙÇ¨ÝáõÛÝ áõÕ ÕÇ íñ³ ã·ïÝ íáÕ A, B ¨ C Ï» ï»ñ£ Þ³ñÅ Ù³Ý

¹»å ùáõÙ Ýñ³Ýù Ï³ñ ï³ å³ï Ï»ñ í»Ý ÝáõÛÝ áõÕ ÕÇ íñ³ ã·ïÝ íáÕ A′, B′ ¨ C′ Ï» -

ï» ñÇ£ ̧ ñ³Ý óáí ï³ Ý»Ýù α′ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ ̈  ³å³ óáõ ó»Ýù, áñ ¹Ç ï³ñÏ íáÕ ß³ñÅ -

Ù³Ý ¹»å ùáõÙ α  Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ α′ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ (ÝÏ. 68 µ)£ ¸Ç óáõù X-Á

α Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í Ï»ï ¿£ ²Û¹ Ï» ïáí α Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ï³ Ý»Ýù áñ¨¿

a áõ ÕÇÕ, áñÁ ABC »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ Ñ³ ïáõÙ ¿ Y ¨ Z Ï» ï» ñáõÙ£ Þ³ñÅ Ù³Ý ¹»å ùáõÙ a

áõ ÕÇ ÕÁ Ï³Ýó ÝÇ ÙÇ áñ¨¿ a′ áõÕ ÕÇ£ Y ¨ Z Ï» ï» ñÁ Ï³Ýó Ý»Ý A′B′C′ »é³ÝÏ Û³ ÝÁ

å³ï Ï³ ÝáÕ Y′ ¨ Z′ Ï» ï» ñÇ ¨ Ñ»ï¨³µ³ñ Ïå³ï Ï³ Ý»Ý α′ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ£ 
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²Ûë åÇ ëáí, a′ áõ ÕÇ ÕÁ å³ï Ï³ ÝáõÙ ¿ α′ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ. áõëïÇ, a áõÕ ÕÇÝ

å³ï Ï³ ÝáÕ X Ï» ïÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ a′ áõÕ ÕÇÝ ¨ Ñ»ï¨³µ³ñ α Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ å³ï -

Ï³ ÝáÕ X′ Ï» ïÇÝ, ÇÝ ãÁ ¨ å³ Ñ³Ýç íáõÙ ¿ñ ³å³ óáõ ó»É£ ∇
²ÛÅÙ ùÝÝ³ñÏ»Ýù ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ß³ñÅáõÙÝ»ñÇ Ï³ñ¨áñ ûñÇÝ³ÏÝ»ñ£

². ¼áõ·³Ñ»é ï»Õ³÷áËáõÃÛáõÝ². ¼áõ·³Ñ»é ï»Õ³÷áËáõÃÛáõÝ

ÆÝã å»ë ¨ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ ¿ñ, ï³ ñ³ Íáõ ÃÛáõ ÝáõÙ ½áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á -
Ëáõ ÃÛáõÝ Ïáã íáõÙ ¿ ³ÛÝ ³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõ ÙÁ, áñÇ ¹»å ùáõÙ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý

ó³Ý Ï³ ó³Í (x; y; z) Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñáí Ï» ïÁ ³ñ ï³ å³ï Ï»ñ íáõÙ ¿ (x + a; y + b;

z + c) Ï» ïÇ, áñ ï»Õ a, b ¨ c-Ý Ñ³ë ï³ ïáõÝ Ý»ñ »Ý, ³ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í, ï³ ñ³ Íáõ -
ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í Ï»ï ï» Õ³ß ³ñÅ íáõÙ ¿ ÙÇ¨ÝáõÛÝ í»Ï ïá ñáí£

²Ûë åÇ ëáí, ½áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛáõ ÝÁ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ïñ íáõÙ ¿

x′ = x + a, y′ = y + b, z′ = z + c

µ³ Ý³Ó¨»ñáí, áñáÝù ³ñ ï³ Ñ³Ûï íáõÙ »Ý ½áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛ³Ý ¹»å -

ùáõÙ (x; y; z) Ï» ïÇ ¨ Ýñ³ (x′; y′; z′) å³ï Ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ Ï³ åÁ£ 

ÆÝã å»ë ¨ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ ¿ñ, ³å³ óáõó íáõÙ »Ý ½áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á -

Ëáõ ÃÛ³Ý Ñ»ï¨Û³É Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁª 

1. ¼áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛáõ ÝÁ ß³ñ ÅáõÙ ¿£
2. ¼áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ Ï» ï» ñÁ ï» Õ³ß ³ñÅ íáõÙ »Ý ½áõ -

·³ Ñ»é (Ï³Ù Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáÕ) áõ ÕÇÕ Ý» ñáí ÝáõÛÝ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ùµ£
3. ¼áõ·³Ñ»é ï»Õ³÷áËáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ áõÕÇÕ ³ÝóÝáõÙ ¿

Çñ»Ý ½áõ·³Ñ»é áõÕÕÇ (Ï³Ù ÇÝùÝ Çñ íñ³)£

4. ÆÝãåÇëÇÝ ¿É áñ ÉÇÝ»Ý A ¨ A′ Ï»ï»ñÁ, ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ³Ï ½áõ·³Ñ»é

ï»Õ³÷áËáõÃÛáõÝ, áñÇ ¹»åùáõÙ A Ï»ïÁ ³ÝóÝáõÙ ¿ A′ Ï»ïÇ£
î³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ½áõ·³Ñ»é ï»Õ³÷áËáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ Ýáñ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ ¿

Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ Ñ»ï¨Û³ÉÁª 

5. î³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ½áõ·³Ñ»é ï»Õ³÷áËáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÁ
³ÝóÝáõÙ ¿ Çñ»Ý ½áõ·³Ñ»é Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ï³Ù ÇÝùÝ Çñ»Ý£ 

³) µ)

ÜÏ. 68
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²å³ óáõÛó£²å³ óáõÛó£ ¸Ç óáõù α-Ý Ï³ Ù³ Û³ -

Ï³Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ ¿ (ÝÏ. 69)£

²Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ï³ Ý»Ýù »ñ Ïáõ

Ñ³ï íáÕ a ¨ b áõ ÕÇÕ Ý»ñ£ ¼áõ ·³ Ñ»é ï» -

Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ a-Ý ¨ b-Ý

Ï³Ýó Ý»Ý Ï³Ù Çñ»Ýù Çñ»Ýó, Ï³Ù Çñ»Ýó

½áõ ·³ Ñ»é a′ ¨ b′ áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ£ α Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛáõ ÝÁ Ï³Ýó ÝÇ a′ ¨ b′ áõ ÕÇÕ Ý» ñÁ å³ -

ñáõ Ý³ ÏáÕ ÙÇ áñ¨¿ α′ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý£ ºÃ»

α-Ý ãÇ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ α′-Ç Ñ»ï, ³å³

α||α′, Áëï »ñ Ïáõ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ½áõ -

·³ Ñ» éáõ ÃÛ³Ý Ñ³Û ï³ ÝÇß Ç, ¨ åÝ ¹áõÙÝ

³å³ óáõó í³Í ¿£ ∇

´. Î»ÝïñáÝ³ÛÇÝ, ³é³Ýóù³ÛÇÝ ¨ Ñ³Û»É³ÛÇÝ´. Î»ÝïñáÝ³ÛÇÝ, ³é³Ýóù³ÛÇÝ ¨ Ñ³Û»É³ÛÇÝ

Ñ³Ù³ã³÷áõÃÛáõÝÝ»ñÑ³Ù³ã³÷áõÃÛáõÝÝ»ñ

10-ñ¹ ¹³ ë³ ñ³ ÝÇ ¹³ ëÁÝ Ã³ óÇó ¹áõù ³ñ ¹»Ý Í³ ÝáÃ »ù ³Ûë ·³ Õ³ ÷³ñ Ý» -

ñÇÝ ¨ Ýñ³Ýó áñáß Ñ³ï Ïáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇÝ£ ²Ûë ï»Õ Ù»Ýù Ï³ å³ óáõ ó»Ýù Ñ»ï¨Û³É

åÝ ¹áõÙ Ý» ñÁª

1°. Î»Ýï ñá Ý³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõ ÝÁ ß³ñ ÅáõÙ ¿£

²å³ óáõÛó£²å³ óáõÛó£ Ð³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï ñá ÝÁ Ýß³ Ý³ Ï»Ýù O-áí ¨ Ý»ñ Ùáõ Í»Ýù

Oxyz áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ· ³ÛÝ å»ë, áñ O Ï» ïÁ ÉÇ ÝÇ Ýñ³

ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÁ£ 

²ÛÅÙ ¹Ç ï³ñ Ï»Ýù »ñ Ïáõ Ï» ï»ñª A(x1; y1; z1) ¨ B(x2; y2; z2), ¨ ³å³ óáõ ó»Ýù,

áñ ¹ñ³Ýó Ñ³ Ù³ ã³÷ A1 ¨ B1 Ï» ï» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ AB-Ç£

ÆÝãå»ë ·Çï»ù, A1 ¨ B1 Ï» ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý»ñÝ »Ýª A1(−x1; −y1; −z1) ¨ B1(−x2;

−y2; −z2), áõë ïÇ, Áëï »ñ Ïáõ Ï» ï» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý µ³ Ý³Ó¨Çª

AB = √"(x"2"−"x"1")2"+"("y"2"−" y"1)
2"+"(z"2"−"z1$)2,

A1B1 = √"(−"x2"+"x1")"2 "+"(−"y2"+"y"1)"2"+"("−"z2"+"z1$)2£

²ÛëÇÝùÝ AB = A1B1, ÇÝãÁ ¨ å³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ñ ³å³óáõó»É£ 

2°. ²é³Ýóù³ÛÇÝ Ñ³Ù³ã³÷áõÃÛáõÝÁ ß³ñÅáõÙ ¿£

²å³ óáõÛó.²å³ óáõÛó. Ü»ñ Ùáõ Í»Ýù Oxyz áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ·Ý

³ÛÝ å»ë, áñ Oz ³é³Ýó ùÁ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝÇ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýó ùÇÝ£ ¸Ç ï³ñ -

ÜÏ. 69
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Ï»Ýù ó³Ý Ï³ ó³Í »ñ Ïáõ Ï» ï»ñª A(x1; y1; z1) ¨ B(x2; y2, z2) ¨ ³å³ óáõ ó»Ýù, áñ

¹ñ³Ýó Ñ³ Ù³ ã³÷ A1 ¨ B1 Ï» ï» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ AB-Ç£ ÆÝã -

å»ë ·Ç ï»Ýù, A1 ¨ B1 Ï» ï»ñÝ áõ Ý»Ý A1(−x1; −y1; z1) ¨ B1(−x2; −y2; z2) Ïá áñ ¹Ç -

Ý³ï Ý» ñÁ£ Àëï »ñ Ïáõ Ï» ï» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý µ³ Ý³Ó¨Çª

AB = √"(x"2"−"x"1")2"+"("y"2"−" y"1)
2"+"(z"2"−"z1$)2,

A1B1 = √"(−"x2"+"x1")"2 "+"(−"y2"+"y"1)"2"+"("−"z2"+"z1$)2,

³ÛëÇÝùÝª AB = A1B1£ ∇

3°. Ð³Û»É³ÛÇÝ Ñ³Ù³ã³÷áõÃÛáõÝÁ ß³ñÅáõÙ ¿£

²å³ óáõÛó.²å³ óáõÛó. Ü»ñ Ùáõ Í»Ýù Oxyz áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ·Ý

³ÛÝ å»ë, áñ Oxy Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝÇ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ£

¸Ç ï³ñ Ï»Ýù »ñ Ïáõ Ï» ï»ñª A(x1; y1; z1) ¨ B(x2; y2, z2), ¨ ³å³ óáõ ó»Ýù, áñ ¹ñ³Ýó

Ñ³ Ù³ ã³÷ A1 ¨ B1 Ï» ï» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ AB-Ç£ Àëï Ñ³ Û» -

É³ÛÇÝ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ë³Ñ Ù³Ý Ù³Ý, A1 ¨ B1 Ï» ï»ñÝ áõ Ý»Ý A1(x1; y1; −z1) ¨

B1(x2; y2; −z2) Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ£ Àëï »ñ Ïáõ Ï» ï» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛ³Ý µ³ Ý³Ó¨Çª

AB2 = (x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 + (z2 − z1)
2,

A1B
2
1 = (x2 − x1)

2 + (y2 − y1)
2 + (z2 − z1)

2,

³ÛëÇÝùÝª AB = A1B1£ ∇

¶. ²é³ÝóùÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ åïáõÛï¶. ²é³ÝóùÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ åïáõÛï

¸Ç óáõù ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç ïñ í³Í

¿ l áõ ÕÇ ÕÁ£ ²Û¹ áõÕ ÕÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ

åïáõÛï ïñ í³Í α ³ÝÏ Ûáõ Ýáí ÏÑ³ë -

Ï³ Ý³Ýù ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ñ»ï¨Û³É ³ñ -

ï³ å³ï Ï» ñáõ ÙÁ.

¸Ç óáõù M-Á ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ó³Ý -

Ï³ ó³Í Ï»ï ¿£ ²Û¹ Ï» ïáí ï³ Ý»Ýù l

áõÕ ÕÇÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó γ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ¨

l áõÕ ÕÇ ¨ ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ï Ù³Ý O

Ï» ïÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ γ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ù»ç

M Ï» ïÁ åï ï»Ýù α ³ÝÏ Ûáõ Ýáí (ïñ -

í³Í áõÕ Õáõ ÃÛ³Ùµ) (ÝÏ. 70)£ ÀÝ¹ áñáõÙ

ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý µá Éáñ Ï» ï» ñÇ Ñ³ Ù³ñ

åïï Ù³Ý áõÕ Õáõ ÃÛáõ ÝÁ ÝáõÛÝÝ ¿, ³Û -ÜÏ. 70



97

ëÇÝùÝ, »Ã» Ýß í³Í Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ åñá Û»Ï ï»Ýù l ³é³Ýó ùÇÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó

ÙÇ¨ÝáõÛÝ §¿Ï ñ³ ÝÇ¦ íñ³, ³å³ ï³ñ µ»ñ Ï» ï» ñÇÝ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ ÝáÕ Çñ³ñ

½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» ñáõÙ åïï Ù³Ý áõÕ Õáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ ³Û¹ §¿Ï ñ³ ÝÇ¦ íñ³

å»ïù ¿ ÝáõÛ ÝÁ ÉÇ Ý»Ý (ÑÇß »Ýù, áñ ÙÇ¨ÝáõÛÝ áõÕ ÕÇÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõÝ Ý» -

ñÁ Ï³Ù Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ »Ý, Ï³Ù ½áõ ·³ Ñ»é »Ý)£ l-Á Ïáã íáõÙ ¿ åïï Ù³Ý ³é³Ýóù£

î³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç áõÕÕÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ åïáõÛïÁ ß³ñÅáõÙ ¿£ 

²å³óáõÛó£²å³óáõÛó£ ¸Ç óáõù A1-Á ¨ B1 l áõÕ ÕÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ ïí³Í α ³ÝÏ Ûáõ Ýáí

åïáõÛ ïÇ ¹»å ùáõÙ (ïí³Í áõÕ Õáõ -

ÃÛ³Ùµ) A ¨ B Ï» ï» ñÇ å³ï Ï»ñ Ý»ñÝ

»Ý£ ²å³ óáõ ó»Ýù, áñ A1B1 = AB (ÝÏ.

71)£ î³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ

Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ·Ý ÁÝï -

ñ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. l áõ ÕÇ ÕÁ Ñ³ Ù³ -

ñ»Ýù Oz ³é³Ýó ùÁ, ÇëÏ xOy Ñ³ñ Ãáõ -

ÃÛáõ ÝÁ l-ÇÝ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó áñ¨¿ Ñ³ñ -

Ãáõ ÃÛáõÝ ¿£ 

¸Ç óáõù A(a, b, c) ¨ B(m, n, p) Ï» -

ï» ñÁ l ³é³Ýó ùÇ ßáõñ çÁ ïñ í³Í áõÕ -

Õáõ ÃÛ³Ùµ α ³ÝÏ Ûáõ Ýáí åï ï» ÉÇë

ëï³ó í»É »Ý A1(a1; b1; c1) ¨ B1(m1; n1;

p1) Ï» ï» ñÁ£ Ü³Ë, Áëï åïáõÛ ïÇ

ë³Ñ Ù³Ý Ù³Ý, c1 = c, p1 = p, ÙÛáõë ÏáÕ -

ÙÇó, »Ã» ¹Ç ï³ñ Ï»Ýù A, A1, B, B1 Ï» ï» ñÇ åñá Û»Ï óÇ ³ Ý» ñÁ xOy Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý

íñ³, ³å³ Áëï 7.3-Ç ´ (1) µ³ Ý³Ó¨»ñÇª 

a1 = a cos α − b sin α, b1 = a sin α + b cos α,

m1 = m cos α − n sin α, n1 = m sin α + n cos α:

àõëïÇª 

A1B
2
1 = ((a − m) cos α − (b − n) sin α)2 + ((a − m sin α + (b − n) cos α)2 +

+ (c − p)2 = (a − m)2 · (sin2 α + cos2 α) + (b − n)2 · (sin2 α + cos2 α)2 +
+ (c − p)2 = AB2

²ÛëÇÝùÝª A1B1 = AB£ ∇

Ð»ï¨³Ýù.Ð»ï¨³Ýù. ø³ ÝÇ áñ åïáõÛ ïÁ ß³ñ ÅáõÙ ¿, ³å³ ëï³ ÝáõÙ »Ýù, áñ ï³ ñ³ -

Íáõ ÃÛ³Ý Ù»ç l ³é³Ýó ùÇ ßáõñç åïáõÛ ïÇ ¹»å ùáõÙª

³) Ñ³ï í³ ÍÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ Çñ»Ý Ñ³ í³ ë³ñ Ñ³ï í³ ÍÇ,
µ) ×³ é³ ·³Û ÃÁ ³ñ ï³ å³ï Ï»ñ íáõÙ ¿ ×³ é³ ·³Û ÃÇ,
·) å³Ñ å³Ý íáõÙ »Ý ³ÝÏ ÛáõÝ Ý» ñÇ Ù» Íáõ ÃÛáõÝ Ý» ñÁ,
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¹) Ñ³ñ Ãáõ ÃÛáõ ÝÁ ³ñ ï³ å³ï Ï»ñ íáõÙ ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý£
²Ûë ÷³ë ï» ñÇ ÑÇ Ù³Ý íñ³ Ï³ ñ» ÉÇ ¿ åï ï³ Ï³Ý Ù³ñ ÙÇÝ Ý» ñÇ ë³Ñ Ù³ ÝáõÙ -

Ý» ñÁ, áñ å»ë Ñ³ñÃ å³ï Ï»ñ Ý» ñÇ åï ïáõÙ Ý» ñÇó ³é³ ç³ ó³Í Ù³ñ ÙÇÝ Ý»ñ, Ñ³ -

Ù³ ñ»É ÑÇÙ Ý³ íáñ í³Í£ 

7.5 ¶³Õ³÷³ñ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ µ¨»é³ÛÇÝ7.5 ¶³Õ³÷³ñ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ µ¨»é³ÛÇÝ

Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ Ù³ëÇÝÏááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ Ù³ëÇÝ

Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý µ¨»é³ ÛÇÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ -
ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Á Ï³½Ù í³Í ¿ O ëÏ½µ Ý³ -

Ï» ïÇó, áñÁ Ïáã íáõÙ ¿ µ¨»é ¨ ³Û¹ Ï» ïÇó

ï³ñ í³Í l ×³ é³ ·³Û ÃÇó, áñÁ Ïáã íáõÙ ¿

µ¨»é³ ÛÇÝ ³é³Ýóù (ÝÏ. 72)£

²Û¹ å»ë ÁÝïñ í³Í µ¨»é³ ÛÇÝ Ïá áñ ¹Ç -

Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áõÙ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý

ó³Ý Ï³ ó³Í M Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ -

Ý»ó íáõÙ »Ý Ýñ³ µ¨»é³ ÛÇÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» -

ñÁ Ñ»ï¨Û³É Ï»ñåª 1) !O#M í»Ï ïá ñÇ ¨ l

³é³Ýó ùÇ Ï³½ Ù³Í ϕ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ (³Û ëÇÝ ùÝ

l-Çó ÙÇÝã¨  !O#M åïáõÛ ïÇ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ) 2) M

Ï» ïÇó ÙÇÝã¨ O ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÁ »Õ³Í r Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ (³Û ëÇÝùÝ  !O#M í»Ï ïá -
ñÇ »ñ Ï³ ñáõ ÃÛáõ ÝÁ)£ 

ϕ-Ý Ïáã íáõÙ ¿ M Ï» ïÇ µ¨»é³ ÛÇÝ ³ÝÏ ÛáõÝ Ï³Ù Ýñ³ ³é³ çÇÝ µ¨»é³ ÛÇÝ Ïá -

áñ ¹Ç Ý³ï£ ´¨»é³ ÛÇÝ ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ áñáß í³Í ¿ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý µá Éáñ M Ï» ï» ñÇ Ñ³ -

Ù³ñ (0 ≤ ϕ < 2π), µ³ óÇ O Ï» ïÇó, áñÇ Ñ³ Ù³ñ ³ÛÝ ³Ýá ñáß ¿£ r ÃÇ íÁ Ïáã íáõÙ ¿
µ¨»é³ ÛÇÝ ß³ é³ íÇÕ Ï³Ù M Ï» ïÇ »ñÏ ñáñ¹ µ¨»é³ ÛÇÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï£ O-Çó ï³ñ -

µ»ñ ó³Ý Ï³ ó³Í M Ï» ïÇ µ¨»é³ ÛÇÝ ß³ é³ íÇ ÕÁ ¹ñ³ Ï³Ý ÃÇí ¿, ÇëÏ O Ï» ïÇ Ñ³ -

Ù³ñ ³ÛÝ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 0-Ç£ ºñ µ»ÙÝ Ýå³ ï³ Ï³ Ñ³ñ Ù³ñ ¿ Ï» ïÇ µ¨»é³ ÛÇÝ ³ÝÏ -

Ûáõ ÝÁ Ñ³ Ù³ ñ»É áñáß í³Í 2 kπ ·áõ Ù³ ñ» Éáõ ×ß ïáõ ÃÛ³Ùµ, áñ ï»Õ k-Ý ó³Ý Ï³ ó³Í

³Ù µáÕç ÃÇí ¿, ³Û ëÇÝùÝ ϕ -Ç Ñ»ï Ù»Ï ï»Õ ó³Ý Ï³ ó³Í ϕ + 2kπ ï»ë ùÇ ÃÇí Ñ³ -

Ù³ ñ»É µ¨»é³ ÛÇÝ ³ÝÏ Û³Ý ³ñ Å»ù£ ²Ûë åÇ ëáí, »Ã» ïñ í³Í ¿ ó³Ý Ï³ ó³Í r ¹ñ³ -

Ï³Ý ÃÇí ¨ ó³Ý Ï³ ó³Í ϕ Çñ³ Ï³Ý ÃÇí, ³å³ µ¨»é³ ÛÇÝ ³é³Ýó ùÇ íñ³ í»ñó -

Ý» Éáí r »ñ Ï³ ñáõ ÃÛ³Ùµ  !O#A í»Ï ïá ñÁ ¨ åï ï» Éáí ³ÛÝ O Ï» ïÇ ßáõñ çÁ ϕ ³ÝÏ Ûáõ -

Ýáí, Ïë ï³ Ý³Ýù  !O#M í»Ï ïá ñÁ, áñÇ Í³Û ñ³ Ï» ïÝ áõ ÝÇ ϕ ¨ r µ¨»é³ ÛÇÝ Ïá áñ ¹Ç -

Ý³ï Ý» ñÁ£ ºÃ» M Ï» ïÇ µ¨»é³ ÛÇÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ Ñ³ í³ ë³ñ »Ý ϕ ¨ r, ³å³

¹³ Ï· ñ³ é»Ýù ³Ûë å»ëª M = (ϕ; r)£

ºÃ» Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ ïñ í³Í ¿ µ¨»é³ ÛÇÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ·,

³å³ ¹ñ³ Ýáí áñáß íáõÙ ¿ áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ·ª ³Û¹ Ñ³ -
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Ù³ Ï³ñ ·Ç Ù³ëß ï³ µÁ ¨ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÁ Ñ³ ÙÁÝÏ ÝáõÙ »Ý

µ¨»é³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Ç Ù³ëß ï³ µÇ ¨ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÇ Ñ»ï, µ¨»é³ ÛÇÝ ÏÇ ë³ -

é³Ýó ùÁ (×³ é³ ·³Û ÃÁ) Ñ³ Ù³ ñáõÙ »Ýù ³µë óÇë Ý» ñÇ ¹ñ³ Ï³Ý ÏÇ ë³ é³Ýóù, ¹ñ³ -

Ýáí ÇëÏ ë³Ñ Ù³ Ý» Éáí ³µë óÇë Ý» » ñÇ ³é³Ýó ùÁ, ÇëÏ ûñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ³é³Ýó ùÁ
π

ëï³ó íáõÙ ¿ ³µë óÇë Ý» ñÇ ³é³Ýó ùÁ åï ï» Éáí −− -áí ¹ñ³ Ï³Ý áõÕ Õáõ ÃÛ³Ùµ (Å³Ù.
2

ëÉ³ùÇ åïïÙ³Ý Ñ³Ï³é³Ï áõÕÕáõÃÛ³Ùµ)£ ²Ûë Ó¨áí ëï³ó í³Í áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ

Ïá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Á Ïáã íáõÙ ¿

ïñ í³Í µ¨»é³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·áí ë³Ñ -

Ù³Ý í³Í Ñ³ Ù³ Ï³ñ·£ ÖÇßï ¿ ¨ Ñ³ Ï³ é³ -

ÏÁª »Ã» ïñ í³Í ¿ áñ¨¿ áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ Ïá áñ -

¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ·, ³å³ ¹ñ³ Ýáí

ÙÇ ³ñ Å» ùá ñ»Ý ë³Ñ Ù³Ý íáõÙ ¿ µ¨»é³ ÛÇÝ

Ñ³ Ù³ Ï³ñ· Ñ»ï¨Û³É Ï»ñåª å³Ñ å³Ý íáõÙ

»Ý ïñ í³Í áõÕ Õ³ÝÏ ÛáõÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Ç

ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÁ ¨ Ù³ëß ï³ µÁ, ¨ å³ Ñ³Ýç -

íáõÙ ¿ áñ µ¨»é³ ÛÇÝ ÏÇ ë³ ³ é³Ýó ùÁ Ñ³ -

ÙÁÝÏ ÝÇ ³µë óÇë Ý» ñÇ ¹ñ³ Ï³Ý ÏÇ ë³ ³ -

é³Ýó ùÇ Ñ»ï, ÇëÏ åïï Ù³Ý ¹ñ³ Ï³Ý áõÕ -

Õáõ ÃÛáõÝ Ñ³ Ù³ñ íÇ ³ÛÝ åïáõÛ ïÁ, áñÁ

³µë óÇë Ý» ñÇ ³é³Ýó ùÁ ï³ ÝáõÙ ¿ ûñ ¹Ç -

Ý³ï Ý» ñÇ ³é³Ýó-
π

ùÇÝ −− ³ÝÏ Ûáõ Ýáí åï ï» ÉÇë (ÝÏ. 73)£ ²Ûë åÇ ëáí, Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ Ûáõ ñ³ ù³Ý-
2

ã Ûáõñ µ¨»é³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ ·Ç Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ ÝáõÙ ¿ ÉÇ á íÇÝ áñáß ³ ÏÇ áõÕ -
Õ³ÝÏ ÛáõÝ Ñ³ Ù³ Ï³ñ· ¨ Ñ³ Ï³ é³ ÏÁ£

ä³ñ½ ¿, áñ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý M Ï» ïÇ (x, y) ¨ (ϕ, r) Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ ³ñ ï³ -

Ñ³Ûï íáõÙ »Ý ÙÇÙ Û³Ý óáí Ñ»ï¨Û³É µ³ Ý³Ó¨»ñáíª

x = r · cos ϕ
y = r · sin ϕ £

Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ áñ¨¿ ·ÇÍ µ¨»é³ ÛÇÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñáí Ï³ ñáÕ ¿ ïñ í»É r =
r (ϕ), ϕ = ϕ(r) Ï³Ù F(r, ϕ) = 0 Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ Ý» ñáí£ úñÇ Ý³Ï 

1) r = ϕ, ϕ ≥ 0 ·Ç ÍÁ, áñÁ Ïáã íáõÙ ¿ ²ñ ùÇ Ù» ¹Ç ëåÇ ñ³É, áõ ÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ë ùÁª

(ÝÏ. 74)£

úñÇ Ý³Ï 2£ Î³ éáõ ó»É r = 1 − ϕ2 Ïá ñÁ£

Èáõ ÍáõÙ£ ø³ ÝÇ áñ r ≥ 0, ³å³ 1 − ϕ2 ≥ 0 ⇒ ϕ [−1; 1] r-Ç Ù» Í³ ·áõÛÝ ³ñ Å» ùÁ

Ïë ï³ó íÇ, »ñµ ϕ = 0 ¨ ³ÛÝ Ñ³ í³ ë³ñ ¿ 1£ ÆëÏ ÷áù ñ³ ·áõÛÝ ³ñ Å» ùÁª 0-Ý

Ïëï³ó íÇ ϕ = 1 ¨ ϕ = −1 ³ñ Å»ù Ý» ñÇ ¹»å ùáõÙ£ Ð³ß íÇ ³é Ý» Éáí Ý³¨, áñ ϕ-Ý 0-

Çó 1 ÷á ÷á Ë» ÉÇë r-Á Ýí³ ½áõÙ ¿ 1-Çó 0, ëï³ ÝáõÙ »Ýù ÝÏ³ñ 75-áõÙ µ»ñ í³Í ·Ç -

ÍÁ (Ñ³ß íÇ ¿ ³éÝ í³Í Ý³¨, áñ r-Á ϕ -Çó Ï³Ë í³Í ½áõÛ· ýáõÝÏ óÇ ³ ¿)£
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ÊÝ ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ç³¹ñ³ÝùÝ»ñ Ñ³ñó»ñÊÝ ¹Çñ Ý»ñ, ³é³ç³¹ñ³ÝùÝ»ñ Ñ³ñó»ñ

1. ØÇ å³ï Ï» ñÇ ó³ÝÏ³ó³Í »ñ Ïáõ Ï» ï» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ ÷áùñ ¿

10ëÙ -Çó, ÇëÏ ÙÛáõë å³ï Ï» ñÇ áñáß Ï» ï» ñÇ Ñ» é³ íá ñáõ ÃÛáõ ÝÁ Ù»Í ¿ 10ëÙ -Çó£

Î³ ñá±Õ »Ý ³ñ¹ Ûáù ³Û¹ å³ï Ï»ñ Ý» ñÁ ÉÇ Ý»É Ñ³ Ù³ ã³÷ª

1) Ï» ïÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ 2) áõÕ ÕÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ£
2. Î³ éáõ ó»ù ³ÛÝ å³ï Ï» ñÁ, áñÇÝ ³Ýó ÝáõÙ ¿ ABC »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ Ýñ³ C ·³ -

·³ ÃÇ ßáõñ çÁ 60° ³ÝÏ Ûáõ Ýáí åï ï» ÉÇëª ³) Å³ Ù³ óáõÛ óÇ ëÉ³ ùÇ åïï Ù³Ý áõÕ -

Õáõ ÃÛ³Ùµ, µ) Å³ Ù³ óáõÛ óÇ ëÉ³ ùÇ åïï Ù³Ý Ñ³ Ï³ é³Ï áõÕ Õáõ ÃÛ³Ùµ£ 

3. Î³ ñá±Õ ¿ »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ áõ Ý» Ý³É Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï ñáÝ£
4. ²å³ óáõ ó»ù, áñ »Ã» ù³ é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ áõ ÝÇ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï ñáÝ,

³å³ ³ÛÝ ½áõ ·³ Ñ» é³ ·ÇÍ ¿£ 
5. 1) ²å³ óáõ ó»ù, áñ »Ã» »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ áõ ÝÇ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù,

³å³ ³ÛÝ ³Ýó ÝáõÙ ¿ »é³ÝÏ Û³Ý ·³ ·³Ã Ý» ñÇó Ù» Ïáí£ 

2) ²å³ óáõ ó»ù, áñ »Ã» »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ áõ ÝÇ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù,

³å³ ³ÛÝ Ñ³ í³ ë³ ñ³ë ñáõÝ ¿£ 

3) ²å³ óáõ ó»ù, áñ »Ã» »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ áõ ÝÇ »ñ Ïáõ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý

³é³Ýóù Ý»ñ, ³å³ ³ÛÝ Ï³ Ýá Ý³ íáñ ¿£ 

6. ø³ ÝÇ± Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï ñáÝ áõ ÝÇ »ñ Ïáõ ½áõ ·³ Ñ»é áõ ÕÇÕ Ý» ñÇó

Ï³½Ù í³Í å³ï Ï» ñÁ£ àñ ï»±Õ »Ý Ýñ³Ýù ¹³ ë³ íáñ í³Í£
7. ø³ ÝÇ± Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù áõ ÝÇ Ï³ Ýá Ý³ íáñ »é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£ 
8. îñ í³Í »Ý »ñ Ïáõ Ñ³ï íáÕ áõ ÕÇÕ Ý»ñ ¨ Ï»ï, áñÁ ãÇ ·ïÝ íáõÙ ³Û¹ áõ ÕÇÕ Ý» -

ñÇ íñ³£ Î³ éáõ ó»ù ³Û¹ áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ íñ³ Í³Û ñ³ Ï» ï»ñ áõ Ý» óáÕ Ñ³ï í³Í, áñÇ

ÙÇç Ý³ Ï» ïÁ ïñ í³Í Ï»ïÝ ¿£

9. îñ í³Í »Ý ½áõÛ· ³é ½áõÛ· Ñ³ï íáÕ a, b ¨ c áõ ÕÇÕ Ý»ñ£ Î³ éáõ ó»ù Ñ³ï í³Í,

áñÁ áõÕ Õ³ Ñ³ Û³ó ¿ b áõÕ ÕÇÝ, áñÇ ÙÇç Ý³ Ï» ïÁ ·ïÝ íáõÙ ¿ b áõÕ ÕÇ íñ³, ÇëÏ

Í³Û ñ³ Ï» ï» ñÁª a ¨ c áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ íñ³£

ÜÏ. 74 ÜÏ. 75
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10. Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ûáõ ñ³ ù³Ýã Ûáõñ Ï» ïÇ Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ýáõ ÃÛ³Ý Ù»ç

¹Ý»Ýù Ýñ³ åñá Û»Ï óÇ ³Ý ³Û¹ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ å³ï Ï³ ÝáÕ ïñ í³Í áõÕ ÕÇ íñ³£

ÖÇ±ßï ¿ ³ñ¹ Ûáù, áñ ¹ñ³ Ýáí Ïïñ íÇ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõÙ£
11. Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ù³ ÝÇ± ß³ñ ÅáõÙ Ý»ñ ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ Ý»Ý, áñáÝó ¹»å ùáõÙ ù³ -

é³ Ïáõ ëÇÝ ³ñ ï³ å³ï Ï»ñ íáõÙ ¿ ÇÝùÝ Çñ íñ³£

12. Îá áñ ¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ ïñ í³Í »Ý A(1; 2) ¨ B(5; 5) Ï» ï» -

ñÁ£ Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ß³ñÅ Ù³Ý ¹»å ùáõÙ ¹ñ³Ýù ³Ýó ÝáõÙ »Ý Ñ³ Ù³ å³ ï³ë Ë³ Ý³ -

µ³ñ A′(2; 3) ¨ B′(7; 3) Ï» ï» ñÇÝ£ ²Û¹ ß³ñÅ Ù³Ý ¹»å ùáõÙ Ç±Ýã Ï» ïÇ Ï³ ñáÕ ¿

³Ýó Ý»É M(−2; −3) Ï» ïÁ£

13. Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ ïñ í³Í »ñ Ïáõ áõ ÕÇÕ Ý» ñÁ Ï³½ ÙáõÙ »Ý 45° ³ÝÏ ÛáõÝ£

²Û¹ áõ ÕÇÕ Ý» ñÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ »ñ Ïáõ Ñ³ çáñ ¹³ Ï³Ý Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ³ñ¹ -

ÛáõÝ ùáí A Ï» ïÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ A′ Ï» ïÇ,  B Ï» ïÁª B′ Ï» ïÇ£ ¶ï»ù AB ¨ A′B′ áõ ÕÇÕ -

Ý» ñÇ Ï³½ Ù³Í ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£

14. ²å³ óáõ ó»ù, áñ ï³ ñ³ Íáõ ÃÛ³Ý ó³Ý Ï³ ó³Í ß³ñ ÅáõÙ Ï³ ñáÕ ¿ ïñ í»É áã

³í» ÉÇ, ù³Ý ãáñë Ñ³ Û» É³ ÛÇÝ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý» ñÇ ÙÇ çá óáí£ 
15. (Ï) Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ½áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛ³Ý ³ñ¹ ÛáõÝ ùáõÙ A Ï» ïÁ ³Ýó -

ÝáõÙ ¿ A′ Ï» ïÇ, B Ï» ïÁª B′ Ï» ïÇ£ ¶ï»ù B′ Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, »Ã» Ñ³Ûï -

ÝÇ »Ý A, A′ ¨ B′ Ï» ï» ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ.

³) A(−1; , 3), A′(2; 4), B(1; −3),

µ) A(2; −2), A′(0; 1), B (−1; −5),

·) A(−3; −2), A′(−5; −1), B (4; 7)£

16. (Ï) ¼áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ A Ï» ïÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ A′ Ï» ïÇ, l

áõ ÕÇ ÕÁª l′ áõÕ ÕÇ£ ¶ñ»ù l′ áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ, »Ã»ª 

³) A(−2; 5), A′(3; −4), l áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙÝ ¿ª 2x − 3y = 1,

µ) A(4; 7), A′(−3, 13), l áõÕ ÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙÝ ¿ª 3x + 4y = 5£

17. ¶ï»ù ½áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛ³Ý í»Ï ïá ñÁ, »Ã» y = 3x − 2 Ñ³ í³ ë³ -

ñáõ Ùáí ïñ íáÕ áõÕÇÕÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ y = 3x + 4 áõÕ ÕÇÝ, ÇëÏ 3x + 2y = 2 áõ ÕÇ ÕÁª 

6x + 4y = 3 áõÕ ÕÇÝ£

18. (Ï) Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý åïï Ù³Ý ¹ñ³ Ï³Ý áõÕ Õáõ ÃÛáõÝ ³ë» Éáí, ÏÑ³ë Ï³ Ý³Ýù

åïáõÛïª Å³ Ù³ óáõÛ óÇ ëÉ³ ùÇ åïï Ù³Ý Ñ³ Ï³ é³Ï áõÕ Õáõ ÃÛ³Ùµ£ ¸Ç óáõù Ïá áñ -

¹Ç Ý³ ï³ ÛÇÝ ³é³Ýóù Ý»ñÝ ÁÝïñ í³Í »Ý ³ÛÝ å»ë, áñ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ

ëÏ½µÝ³ Ï» ïÇ ßáõñ çÁ ¹ñ³ Ï³Ý áõÕ Õáõ ÃÛ³Ùµ 90° åïáõÛ ïÇ ¹»å ùáõÙ (0, 1) Ï» ïÁ

³Ýó ÝáõÙ ¿ (1, 0) Ï» ïÇÝ£ ¶ï»ù ³ÛÝ Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, áñÇÝ ¹ñ³ Ï³Ý áõÕ -

Õáõ ÃÛ³Ùµ åïáõÛ ïÇ ¹»å ùáõÙ ³Ýó ÝáõÙ ¿ (0, 1) Ï» ïÁ, »Ã» åïï Ù³Ý ³ÝÏ Ûáõ ÝÁ

Ñ³ í³ ë³ñ ¿ª 30°, 45°, 60°, 120°, 150°:
19. (û) ²Ù» Ý³ ùÇ ãÁ ù³ ÝÇ± ·³ ·³Ã Ï³ ñáÕ ¿ áõ Ý» Ý³É ³ÛÝ µ³½ Ù³ÝÏ Ûáõ ÝÁ, áñÁ

áõ ÝÇ »ñ Ïáõ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù Ý»ñ, áñáÝù Ï³½ ÙáõÙ »Ýª ³) 30°, µ) 10°,

·) 87° ³ÝÏ ÛáõÝ Ý»ñ£
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20. (û) Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ ïñ í³Í »Ý AB ¨ A′B′ Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ ¨ áã ½áõ ·³ -

Ñ»é Ñ³ï í³Í Ý»ñ£ Î³ éáõ ó»ù åïáõÛ ïÇ ³ÛÝ åÇ ëÇ Ï»Ýï ñáÝ, áñÇ ¹»å ùáõÙ A

Ï» ïÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ A′ Ï» ïÇÝ, ÇëÏ B Ï» ïÁ B′ Ï» ïÇÝ£

21. Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ ïñ í³Í »Ý AB ¨ CD Çñ³ñ Ñ³ í³ ë³ñ Ñ³ï í³Í Ý»ñ£

AC ¨ BD áõ ÕÇÕ Ý» ñÁ Ñ³ï íáõÙ »Ý P Ï» ïáõÙ£ ¸Ç óáõù ABP ¨ CDP »é³ÝÏ ÛáõÝ Ý» -

ñÇÝ ³ñ ï³·Í í³Í ßñ ç³ Ý³· Í» ñÁ Ñ³ï íáõÙ »Ý P-Çó ï³ñ µ»ñ ú Ï» ïáõÙ£ ²å³ -

óáõ ó»ù, áñ ú Ï» ïÇ ßáõñ çÁ ∠AOC-áí åïáõÛ ïÇ ¹»å ùáõÙ A Ï» ïÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ C

Ï» ïÇÝ, ÇëÏ B Ï» ïÁª D Ï» ïÇÝ£ 

22. (û) îñ í³Í »Ý l áõ ÕÇ ÕÁ ¨ A Ï» ïÁ£ ¶ï»ù Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý ³ÛÝ M Ï» ï» ñÇ

»ñÏ ñ³ ã³ ÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ, áñáÝó Ñ³ Ù³ñ ·á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ ÝÇ l áõÕ ÕÇÝ å³ï Ï³ ÝáÕ

Ï»ï, áñÇ ßáõñ çÁ 60° åïáõÛ ïÇ ¹»å ùáõÙ A Ï» ïÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ M Ï» ïÇÝ£
23. îñ í³Í ¿ Ï³ Ýá Ý³ íáñ í» ó³ÝÏ ÛáõÝ£ ø³ ÝÇ± ï³ñ µ»ñ ß³ñ ÅáõÙ Ý»ñ ·á Ûáõ -

ÃÛáõÝ áõ Ý»Ý, áñáÝù ³ñ ï³ å³ï Ï» ñáõÙ »Ý í» ó³ÝÏ Ûáõ ÝÁ ÇÝùÝ Çñ íñ³£ ¸ñ³Ýó

Ù»ç ù³ ÝÇ±ëÝ »Ý Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõÝ Ý»ñ, ¨ ù³ ÝÇ± ëÁ åïáõÛï Ý»ñ£ 
24. Ð³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý íñ³ ÝÏ³ ñ»ù Ï³ Ù³ Û³ Ï³Ý »é³ÝÏ ÛáõÝ ¨ Ýß»ù Ï³ Ù³ Û³ -

Ï³Ý O Ï»ï£ Î³ éáõ ó»ù O Ï» ïÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ ³Û¹ »é³ÝÏ Û³Ý Ñ³ Ù³ ã³÷

»é³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£ ÜáõÛÝ µ³ ÝÁ Ï³ ï³ ñ»ù ù³ é³ÝÏ Û³Ý ¨ ßñ ç³ Ý³· ÍÇ Ñ³ Ù³ñ£

25. îñ í³Í »Ý ï³ñ µ»ñ Ï»Ýï ñáÝ Ý» ñáí ¨ ï³ñ µ»ñ ß³ é³ íÇÕ Ý» ñáí »ñ Ïáõ

ßñ ç³ Ý³· Í»ñ£ Î³ éáõ ó»ù ³Û¹ ßñ ç³ Ý³· Í» ñÇ Ñ³ Ù³ñ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý

³é³Ýóù Ñ³Ý ¹Ç ë³ óáÕ áõ ÕÇ ÕÁ£ 
26. (¹) ºé³ÝÏ Û³Ý Ù»ç í»ñó í³Í ¿ O Ï» ïÁ£ ²Û¹ »é³ÝÏ Û³Ý ÏáÕ Ù» ñÇ íñ³

Ï³ éáõ ó»ù »ñ Ïáõ A ¨ B Ï» ï»ñ ³ÛÝ å»ë, áñ AB Ñ³ï í³ ÍÁ å³ ñáõ Ý³ ÏÇ O Ï» ïÁ

¨ ³Û¹ Ï» ïáí ÏÇë íÇ£ 

27. (¹) Î³ñ ÏÇ Ýáí Ï³ éáõ ó»ù ßñ ç³ Ý³ ·ÇÍ ¨ ßñ ç³ ÝÇ Ù»ç í»ñó ñ»ù áñ¨¿ A

Ï»ï£ A Ï» ïáí ÇÝã å»ë ï³ Ý»É ßñ ç³ Ý³· ÍÇ É³ñ, áñÇ Ñ³ Ù³ñ A-Ý ÉÇ ÝÇ ÙÇç Ý³ -

Ï»ï£ 
28. (û¹) ²å³ óáõ ó»ù, áñ µ³½ Ù³ÝÏ Ûáõ ÝÁ ãÇ Ï³ ñáÕ áõ Ý» Ý³É »ñ Ïáõ Ñ³ Ù³ ã³ -

÷áõ ÃÛ³Ý Ï»Ýï ñáÝ£ 

29. (¹) ´³½ Ù³ÝÏ Ûáõ ÝÁ áõ ÝÇ »ñ Ïáõ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù, áñáÝù Çñ³ñ

Ñ»ï Ï³½ ÙáõÙ »Ý 60° ³ÝÏ ÛáõÝ£ ²Ù» Ý³ ùÇ ãÁ ù³ ÝÇ± ÏáÕÙ Ï³ ñáÕ ¿ áõ Ý» Ý³É ³Û¹

µ³½ Ù³ÝÏ Ûáõ ÝÁ£ Î³ ñ» ÉÇ± ¿ ³ñ¹ Ûáù åÝ ¹»É, áñ ³Û¹ µ³½ Ù³ÝÏ Ûáõ ÝÁ áõ ÝÇ

³éÝí³½Ý ¨ë Ù»Ï Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛ³Ý ³é³Ýóù£

30. ¶ï»ù ½áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛ³Ý í»Ï ïá ñÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, »Ã»

Ñ³Ûï ÝÇ ¿, áñ ³Û¹ ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ A(1; 0; 2) Ï» ïÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿

A′(2; 1; 0) Ï» ïÇÝ£

31. ¼áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛ³Ý ¹»å ùáõÙ A(2; 1; −1) Ï» ïÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿

A′(1; −1; 0) Ï» ïÇÝ£ Æ±Ýã Ï» ïÇ ¿ ³Ýó ÝáõÙ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÇ ëÏ½µ Ý³ Ï» ïÁ£ 



32. ¶á Ûáõ ÃÛáõÝ áõ ÝÇ± ³ñ¹ Ûáù ½áõ ·³ Ñ»é ï» Õ³ ÷á Ëáõ ÃÛáõÝ, áñÇ ¹»å ùáõÙ A

Ï» ïÁ ³Ýó ÝáõÙ ¿ B Ï» ïÇÝ, ÇëÏ C Ï» ïÁª D Ï» ïÇÝ, »Ã»ª

³) A(2; 1; 0); B(1; 0; 1); C(3; −2; 1); D(2; −3; 0)

µ) A(−2; 3; 5); B(1; 2; 4); C(4; −3; 6); D(7; −2; 5)

·) A(0; 1; 2); B(−1; 0; 1); C(3; −2; 2); D(2; −3; 1)

¹) A(1; 1; 0); B(0; 0; 0); C(−2; 2; 1); D (1; 1; 1)

33. ¶ï»ù A Ï» ïÁ Oz ³é³Ýó ùÇ ßáõñ çÁ α ³ÝÏ Ûáõ Ýáí åï ïáõ ÙÇó ëï³ó í³Í

A1 Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, »Ã» 

³) A (1; 2; 3), α = 45°; µ) A (−2; 0; 1), α = 60°; ·) A (3; −1; 2), α = −120°:

34. Èáõ Í»ù ÝáõÛÝ ËÝ ¹Ç ñÁ, »Ã» åïáõÛ ïÁ Ï³ ï³ñ í»É ¿ 

³) Ox ³é³Ýó ùÇ ßáõñ çÁ, µ) Oy ³é³Ýó ùÇ ßáõñ çÁ£

35. A Ï» ïÁ Oz ³é³Ýó ùÇ ßáõñ çÁ α ³ÝÏ Ûáõ Ýáí  åï ïáõ ÙÇó ëï³ó í»É ¿ A1 Ï» -

ïÁ£ ¶ï»ù A Ï» ïÇ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ, »Ã» 

³) A1(4; −2; 1), α = 30°;  µ) A1 (0; 2; 3),  α = 150°;  ·) A1 (−1; 1; 1), α = −60°£

36. Èáõ Í»ù ÝáõÛÝ ËÝ ¹Ç ñÁ, »Ã» åïáõÛ ïÁ Ï³ ï³ñ í»É ¿ 

³) Ox ³é³Ýó ùÇ ßáõñ çÁ, µ) Oy ³é³Ýó ùÇ ßáõñ çÁ£
37. ´¨»é³ ÛÇÝ Ïá áñ ¹Ç Ý³ï Ý» ñÁ ³ñ ï³ Ñ³Û ï»ù ¹» Ï³ñï Û³Ý Ïá áñ ¹Ç Ý³ï -

Ý» ñáí£ 
38. Î³ éáõ ó»ù Ñ»ï¨Û³É Ïá ñ» ñÁ.

π
³) r = 5 µ) ϕ = −− ·) r = 2 sin ϕ ¹) r = cos2 ϕ 

4
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ä²î²êÊ²ÜÜºð ºì òàôòàôØÜºðä²î²êÊ²ÜÜºð ºì òàôòàôØÜºð

5.1-5.45.1-5.4
"−c"os" 2"$α √$7 a2√$3

1.1. √"l2 "− $h2, h√"l2 "− $h2: 3.3. 120°£ 4.4. 5π: 5. /−−−−−−−−: 6.6. −−−−: 7.7. π√$3: 8. −−−−−:
sin2 α √$15 3

πr2

9. −−−−−: 10.10. a(√"4h2" +" $a2 − 2h): 11.11. a(√"4h2" +" $a2 − 2h): 13.13. 150° 14.14. r√"4h2"+" π"2$r2:
cos a

Èñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñÈñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñ

h 3πr2

1.1. −−−: 2.2. 35 ëÙ£ 3.3. −−−−£ 4.4. 40√$3 ëÙ2£ 5.5. 90°£ 6.6. 3 ¹Ù£ 7.7. 10 Ù£ 8.8. 3 ëÙ ¨ 14 ëÙ£
√$2 4

1 m2

9.9. 1) π: 2) H = 1,5 R: 10.10. 6 ëÙ£ 11.11. πM + 2Q: 12.12. 45°: 13.13. 1) −−πR2, 2) πR2 −−−−−£
4 (m+n)2

2 $2 R2√$3 314.14. 500: 15.15. 2H2: 1616 2 arctg −−−: 17.17. 2arcsin /−−: 18.18. 1) −−−−−: 2) 100√$2 (ëÙ2)£ 19.19. −−l:
√$3 3 2 4

20.20. 3 ëÙ£ 21.21. 1) 220 π ëÙ2, 2) 286,72 π Ù2£ 22.22. 11 ëÙ, 11 ëÙ, 8 ëÙ£ 23.23. 2 £ 1£ 

24.24. ³) π√$2 µ) π√$3£ 25.25. 1) 30°, 2) 1 Ù£ 26.26. 20 ëÙ£ 27.27. a  ̈2a: 28.28. 30 ¹Ù2£ 29.29. 9 ̈  16£ 30.30. 35 π¹Ù2£ 
S · R2

31.31. 2π(R2 − r2): 32.32. 100 π ëÙ2£ 33.33. 1) 15 Ù, 2) 28 ¹Ù  ̈12 ¹Ù£ 34.34. 5 ëÙ£ 35.35. 2πF: 36.36. −−−−−−:
R2 − r2

S · H 1
37.37. 1) π(R2 − r2)√$2, 2) 2(Q − q): 38.38. 1) −−−−−, 2) −−√"S2"−"("Q"−"q$)2 : 39.39. 1) 16π (Ù2), 2) 3 £ 4£

L · π π
15 1 1

40.40. 2 ëÙ£ 41.41. −−− ëÙ£ 42.42. −− πR2: 43.43. −− πR2: 44.44. 12 ëÙ£ 45.45. 12 ëÙ£ 46.46. 24π (Ù)£π 4 4
210

47.47. 1) πR√$3: 2) 4π Ù£ 48.48. 3 ëÙ£ 49.49. 8 ëÙ£ 50.50. √r"1
2"+" "r$22 : 51.51. 5 ëÙ£ 52.52. −−−−£π

53.53. 3πR2: 54.54. 25π Ù2£ 55.55. 4πa2√$2: 56.56. 1 : 2 : 3: 57.57. 9πa2: 58.58. 5πa2√$3 : 

59.59. πa2(3 + √$3 ): 60.60. 6πa2√$3 : 61.61. 270π ëÙ2£ 62.62. 1440π ëÙ2£ 63.63. 504π ëÙ2£ 
1

64.64. 120π ëÙ2£ 65.65. 6πa2: 66.66. 3πa2(1 + √$2 ): 67.67. −−πR2(7 + √$6 + √$2 ): 68.68. 3πR2:
4

4πab(a + b) √$3
69.69. −−−−−−−−−−: 70.70. 2π(a + b)√"a2"+" $b2 : 71.71. 326π√$3 ëÙ2£ 72.72. πR2 · (1 + −−−):

√"a2"+" $b2 2

√$3 √$3
73.73. 9000π ëÙ2£ 74.74. πR2(2,5 − √$3): 75.75. πR2(1 + −−−), πR2(2 + √$3), πR2(1 + −−−):

2 2
76.76. 70 π Ù2 Ï³Ù 10 π Ù2£ 77.77. 1170 π ëÙ2£ 78.78. 910 π ëÙ2£ 79.79. π(r2 + h2):

80.80. 1) 180 π ëÙ2, 2) 3R: 81.81. 2Q(4 − √$2): 82.82. 512 π ëÙ2£ 83.83. 9 π: 84.84. 4,5 π ëÙ2£



5.65.6
α

sin2 −−
R 2 √$3 2√$2 √$10 − √$2 √$5 + 1

1.1. −−: 2.2. −−−−−−−−−−: 3.3. a(1 − −− ): 4.4. −−−− : 5.5. 0 < r < −−−−−−−−   ̈ −−−−−−
3 α 2 3 4 2

1 + cos2 −−
2

1 1
¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý áõÃ ·Ý¹»ñ −− ¨ −−−  ß³é³íÇÕÝ»ñáí (Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÇó 

r 2r
√$10 − √$2 1 1

ãáñë³Ï³Ý), r = −−−−−−−− ¹»åùáõÙ Ï³Ý −− ß³é³íÕáí ãáñë ·Ý¹»ñ ¨ −−− ß³é³ -
4 r 2r√$5 + 1 1

í Õáí »ñ»ù ·Ý¹»ñ, ÇëÏ r = −−−−−− ¹»åùáõÙª »ñÏáõ ·áõÝ¹ −− ß³é³íÕáí ¨ ãáñë
2 r

1 √$10 − √$2 √$5 − 1 1
·áõÝ¹ −−− ß³é³íÇÕáí, −−−−−−−−− < r < −−−−−−− ¹»åùáõÙ Ï³Ý ãáñë ·Ý¹»ñ −− 

2r 4 2 r
1 √$5 − 1

ß³é³íÕáí ¨ »ñÏáõ ·áõÝ¹ −−− ß³é³íÕáí, r = −−−−−−− ¹»åùáõÙ »ñÏáõ³Ï³Ý ·Ý¹»ñ
2r 2

1 1 √$10 + √$2 √$5 + 1 1−− ¨ −−− ß³é³íÇÕÝ»ñáí£ −−−−−−−−−< r < −−−−−− ¹»åùáõÙª ãáñë ·áõÝ¹ −−− ß³é³-
r 2r 4 2 2r

√$10 + √$2 1 √$5 − 1 1
íÕáí, r = −−−−−−−−−¹»åùáõÙª »ñ»ù ·áõÝ¹ª −−− ß³é³íÕáí, −−−−−−−−< r < −−− ¨

4 2r 2 √$2
1 √$10 + √$2 1 1−−−−< r < −−−−−−−−− ¹»åùáõÙª »ñÏáõ ·áõÝ¹ª −−− ß³é³íÕáí, r = −−−− ¹»åùáõÙ 

√$2 4 2r √$2
√$21 ± 3 1

ËÝ¹ÇñÁ ÉáõÍáõÙ ãáõÝÇ£ 6.6. −−−−−−− R: 7.7. 3 + 2√$2 : 8.8. 8: 9.9. arccos −−: 10.10. Î³ñ»ÉÇ ¿£
4 3

úñÇ Ý³Ï, Ñ»ï¨Û³É Ï»ñåª ¹Ç ï³ñ Ï»Ýù 3 x 3 x 3 ã³ ÷» ñáí Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Á, áñÁ

Ï³½Ù í³Í ¿ 27 ÙÇ ³ íáñ Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Ý» ñÇó£ ì»ñó Ý»Ýù Ï»Ýï ñá Ý³ Ï³Ý ÙÇ ³ íáñ

Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Á ¨ Ï³ éáõ ó»Ýù Ýñ³ µá Éáñ ÏáÕ Ù» ñÁ ßáß ³ ÷áÕ ·áõÝ¹£ ²Û¹ åÇ ëÇ ·Ý ¹» ñ

Ï³ éáõ ó»Ýù Ý³¨ Ï»Ýï ñá Ý³ Ï³Ý Ëá ñ³ Ý³ñ ¹Ç Ñ»ï ÁÝ¹ Ñ³ Ýáõñ ÏáÕ áõ Ý» óáÕ 12 

√$3 1
ÙÇ ³ íáñ Ëá ñ³ Ý³ñ¹ Ý» ñÇ Ñ³ Ù³ñ£ 11.11. 2,8 Ï³Ù 14£ 12.12. ³) −−−, µ) √$3£ 13. −−£ 14. r

3 4
ß³ é³í Õáí ßñ ç³ Ý³ ·ÇÍ£ 15.15. ºñÏ ÝÇëï ³ÝÏ Û³Ý ÏÇ ëáñ ¹³ ÛÇÝ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ

å³ï Ï³ ÝáÕ ̈  Ýñ³ Ïá ÕÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é áõ ÕÇÕ£ 16.16. 2√"$Rr ß³ é³í ÇÕÝ» ñáí »ñ Ïáõ ßñ ç³ -
R

Ý³· Í»ñ ¨ 2√"$Rr −−−−− ß³ é³í Õáí ßñç³Ý³·ÇÍ£ 18.18. ³) √$7 − √$5 , µ) √$7 ± √$5 ,
R + r

11 11
·) √$7 + √$5 £ 19.19. ³) 2, µ) 8, ·) »Ã» x < −−√$3,  ³å³ 8 Ñ³ñÃáõÃÛáõÝ, »Ã» x = −−√$3,

4 4
11 ac ab bc

³å³ 5 Ñ³ñÃáõÃÛáõÝ, »Ã» x > −−√$3, ³å³ 2 Ñ³ñÃáõÃÛáõÝ, ¹) 6£ 20.20. −−−, −−−, −−−£
4 2b 2c 2a

5.75.7

a√$6 a√$6 2R b2 b2√$3 b2

1.1. −−−−−, −−−−−: 2.2. −−−: 4.4. ³) 1) −−−−−−−−−, 2) −−−−−−−−−, 3) −−−−−−−−−,
4 12 √$3 √"4b2"−""2$a2 2√"3b2" −" $a2 2√"b2"−" $a2
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"""""$a2

a/ b2 − −−
2 a√"3b"2"−" $a2 a√"3(b"2"−"a$2) a(2b − a)

µ) 1) −−−−−−−−−−−, 2) −−−−−−−−−−−−−−−, 3) −−−−−−−−−−−−−−, ·) 1) −−−−−−−−−, 
a + √"4b2" −" $a2 a√$3 + 3√"4b2" −" $a2 a√$3 + √"4b2" −" $a2 2√"b2" −" $a2

a(2b − a) a(2b − a) a(2b + a) a(2b + a) a(2b + a)
2) −−−−−−−−−, 3) −−−−−−−−, ¹) 1) −−−−−−−−, 2) −−−−−−−−− , 3) −−−−−−−−,

2√"3b2" −" $a2 2√"b2" −" $a2 2√"b2" −" $a2 2√"3b2" −" $a2 2√"b2" −" $a2

√"2b2" −" $a2 a√"3b2" −" $a2 "b" −" $a h2 + r2 r
») 1) −−−−−−−−, 2) −−−−−−−−− , 3) a/−−−−−−: 5.5. −−−−−−, −−(√"h2"+" $r2 − r):

a√$2 + 2b a√$3 + 3b b + a 2h h

1 """""""a2"$ √$3 √"6"−""2$a2 ± 2a
6. 6. 2 − √$2 : 7.7. −− h2 + −−−−−−−: 8.8. −−−: 9.9. 4 S: 10.10. ºÃ» 0 ≤ a < 1, ³å³ −−−−−−−−−−−,2/ π 3 3

sin2 −−−
12

4 2a ± √"6"−""2$a2 1
»Ã» a = 1, ³å³ −−, »Ã» 1 < a ≤ √$3 ³å³ −−−−−−−−−−−−£ 11.11. −−√"4R"2"−" $h2:

3 3 2
1 a 1 1 a

12.12. −−√"4r"2"+" $h2: 13.13. −−: 14.14. · −− R(√$3 − 1) Ï³Ù −− R(√$3 + 1): 15.15. −−(√$3 − √$2):
2 2 2 2 2
1 √$6 1 1

16.16. −−: 17.17. R(−−− ± 1): 18.18. 2 − √$3 : 20.20. −− (α − β + γ): 21.21. −− (x + y − z):
4 2 2 2
|α − β| l

22.22. −−−−−−−: 24.24. −−−−−−−−:
2 2√"co"s" $α

Èñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñÈñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñ

1.1. 1) 7 ëÙ, 2) 3 ëÙ£ 2.2. 8 ¹Ù£ 3.3. 11 Ù£ 4.4. 12R2√$3: 5.5. 4 Ù£ 6.6. 18 ëÙ£ 7.7. 13 ëÙ£
b2 1 1

8.8. 1 £ 2 £ 3£ 9.9. 1 £ 5£ 10.10. −−−£ 11.11. 3 Ù£ 12.12. 1) −− a√$6, −−− a√$6, 2) 1 : 3 : 9:
2h 4 12

1 1 1
13.13. −− a√$2, −− a√$6: 14.14. 1) −− h, 2) h(√$2 − 1): 15.15. 8,1 ëÙ£ 16.16. 1,5 h: 17.17. 1) H = R,

2 6 3
2) H > R, 3) H < R: 18.18. 2¹Ù£ 19.19. 5 ¹Ù£ 20.20. 5 Ù£ 21.21. 13 ëÙ£ 22.22. 56R2:

2Sm(m + n) l2

23.23. −−−−−−−−−−: 24.24. −−−−: 25.25. 8 ëÙ Ï³Ù 2 ëÙ£ 26.26. 3 Ù£ 27.27. r√$3 Ï³Ù r√$2 :
4m2 + n2 2h

l − r
28.28. 2πr −−−−−: 29.29. πr2(5√$2 + 7): 30.30. 12 ëÙ£ 31.31. 4 ëÙ£ 32.32. 5 Ù£ 33.33. 2 ëÙ Ï³Ù 14 ëÙ£

l
1 1 1 2 1

34.34. √"R"·$ r : 36.36. 169 π ëÙ2£ 37.37. −− R, −− πR√$3: 3838. 9 ¹Ù£ 39.39. −−£ 40.40. −−£ 41.41. −−£
3 3 2 3 2
√$2 √$3 √$21

42. 42. 1 Ï³Ù 3£ 43.43. 2 Ï³Ù 4£ 44.44. −−−£ 45.45. √$5£ 46.46. √$3 + 1£ 47.47. −−−−−−−, −−−−−£ 
2 4 + √$7 2

√$11
48.48. 8 ·áõÝ¹. Ù»ÏÁ µáõñ·ÇÝ Ý»ñ·Í³Í ·áõÝ¹Á −−−−−−−−− ß³é³íÕáí, ãáñë Ñ³ï ³é-

√$3 + 3√$15

22√$3
·Íí³Í ·Ý¹»ñ √"16$5 + −−−−−− ß³é³íÇÕÝ»ñáí ¨ »ñ»ù ·Ý¹»ñ, áñáÝóÇó Ûáõ ñ³ ù³Ýã -

3
√$11
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Ûáõ ñÁ ßáß³÷áõÙ ¿ µáÉáñ ãáñë ÝÇëï»ñÇ ß³ñáõÝ³ÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ −−−−−−−−− ß³ é³ -
√$15 − √$3

sin α cos α
íÇÕ Ý» ñáí£ 49.49. −−−−−−−−−−, α = 60°£ 50.50. ³) »Ã» ³Û¹ »ñÏáõ Ï»ï»ñáí ³ÝóÝáÕ

1 + cos α
áõ ÕÇ ÕÁ Ñ³ ïáõÙ ¿ ïí³Í Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³ ÝÁ, ³å³ áñá Ý» ÉÇ Ï» ï» ñÇ »ñÏ ñ³ ã³ ÷³ -

Ï³Ý ï» ÕÁ ßñ ç³ Ý³ ·ÇÍ ¿, Ñ³ Ï³ é³Ï ¹»å ùáõÙª áõ ÕÇÕ ·ÇÍ, µ) áñá Ý» ÉÇ »ñÏ ñ³ ã³ -

3 27
÷³ Ï³Ý ï» ÕÁ ëý» ñ³ ÛÇ ¨ Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ï Ù³Ý ·ÇÍÝ ¿£ 51.51. −− Ï³Ù −−−£

4 4
3 "2$1 1 a "2$3

52.52. 2 arcsin −−−−−: 53.53. /−−−: 54.54. −−√$31: 55.55. −− /−−−: 57.57. 2: 58.58. 2 − √$3 : 
2√$5 5 4 4 5

HR√$2 HR√$3
59.59. π : 3 : 60 πa(√$2 + 1): 61.61. 2πa2: 62.62. −−−−−−−−: 63.63. −−−−−−−−: 64.64. π : √$7:

H + R√$2 H + R√$3

6.26.2
1.1. ³) x2 + y2 + 2x − 4y − 5 = 0, µ) x2 + y2 − 4x − 9 = 0, ·) x2 + y2 − 2x + 4y − 17 = 0:

2.2. ³) y = 2x − 7, µ) y = −3x + 4, ·) 3x − 2y = 9: 3.3. ³) √$26 + √$5 + 1 ¨ √$26 − √$5 − 1,

√$10 √"41$0 √"41$0 √$10 1 1
µ) −−−− + 1 + −−−−− ¨ −−−−− − 1 − −−−−, ·) −−(√$3 + 3 + √$6) ¨ 0, ¹) −− (5√$2 + 10)

2 2 2 2 2 2
1 3 5

¨ −−(5√$2 − 10)£ 4.4. ³) (3; 2) Ï»ïÁ, µ) ¹³ï³ñÏ µ³½ÙáõÃÛáõÝ, ·) (−−; −−) Ï»ÝïñáÝáí
2 2 2
1

¨ −−√$62 ß³é³íÕáí ßñç³Ý³·ÇÍ, ¹) (0; 1) Ï»ÝïñáÝáí ¨ √$5 ß³é³íÕáí ÏÇë³ßñç³-
2

Ý³·ÇÍ, áñÇ Ï»ï»ñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý y ≥ 1 å³ÛÙ³ÝÇÝ, ») »ñÏáõ ßñç³Ý³·Í»ñª 

x2 + y2 = 4 ¨ x2 + y2 = 1: 5.5. 3x − 7y − 2 = 0: 6.6. ³) (x − 2)2 + (y − 1)2 = 12 ßñç³Ý³·ÇÍ, 

11  2 2 2 32
µ) x − y = 3 áõÕÇÕ, ·) (x − −−−) + (y − −−) = −−− ßñç³Ý³·ÇÍ, ¹) å³ÛÙ³ÝÇó 

3 3 9
x

Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ∠AMB = 60°: 8.8. ³) y = − −−, µ) 4x + 3y = 12, ·) y = x − 1
2

√$2 3 6
9.9. ³) −−−−, µ) −−−−, ·) −−−−:

2 √$10 √$13

Èñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñÈñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñ

1.1. x = 3 ¨ x = −3 áõÕÇÕÝ»ñ£ 4.4. 5£ 5.5. (3; 3) ¨ (15; 15): 6.6. (5; 12) ¨ (5; −12),

(5; −12) ¨ (−5; −12): 7.7. x2 + (y − 3)2 = 13: 8.8. (x + 4)2 + (y − 3)2 = 25: 9.9. (−2; 0) Ï³Ù

(4; 0): 10.10. (7; 0) ¨ (1; 0): 11.11. (2; 2) ¨ (−2; −2): 12. (x − 1)2 + (y − 2)2 = 4:

13.13. (x + 3)2 + (y − 4)2 = 25: 14.14. x + y = 2: 15.15. 1) (−3; 0), (0; −1,5), 2) (4; 0), (0; 3),

3) (−2; 0), (0; 3), 4) (2,5; 0), (0; −5): 16.16. (1; −1): 17.17. 1) (1; −2), 2) (2; 4), 3) 

1
(0,5; −2): 19.19. a = b = −−: 20.20. ±√$2: 21.21. y = 3: 22.22. ³) ²Û¹åÇëÇ Ï»ï»ñ Ï³ñ»ÉÇ ¿

3
2 1 2

ÁÝïñ»É ³ÝÃÇí µ³½ÙáõÃÛ³Ùµ. ûñÇÝ³Ïª A(0; −−), B(−−; 0), C(1; − −−):
3 2 3

25 6 3 20
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23.23. A(−−−; − −−), B(−−−; −−−):
14 7 14 7

6.36.3

6 $3 $5 $5 x2 y2 "1$0
1.1. ³) −−−−, /−−, x = /−−, x = − /−−: 2.2. −− + −− = 1: 3.3. b = ± 4/−−−:

√$10 5 2 2 7 7 39−
3
− −

4
−

x2 y2 √$5 4 4 x2 y2

4.4. −− + −− = 1: 5.5. ³) 2√$5, −−−−, x = −−−, x = − −−−: 6.6. −−− − −− = 1: 7.7. √$29:
5 4 2 √$5 √$5 0,5 4

1 1
8.8. k ≥ 1, k ≤ −1: 9.9. (−−; √$2), (−−; −√$2): 10.10. M(4; 4): 11.11. y = x + 1, y = −x − 1:

2 2

6.4—6.56.4—6.5
2.2. (2; 2; 2) ¨ (−2; −2; −2): 3.3. (0; 0; 0): 4.4. x + 2y + 3z = 7: 6.6. (0; −1; 3): 

5
7.7. 1) D(6; 2; −2), 2) D(0; −2; 2), 3) D(−1; 7; −2): 88 ³) √$38, µ) √$42£ 9.9. (− −−; 0; 0):

2
8 7 9 7 9 8

10.10. (−−; −−; 0), (−−; 0; − −−), (0; − −−; − −−): 11.11. (x + 1)2 + (y − 2)2 + (z + 3)2 = 14:
5 8 10 6 8 3

1 3
12.12. (x + 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 17: 13.13. x2 + (y − 2)2 + z2 = 9: 14.14. (− −−; −1; − −−),

2 2
1−−√$14: 15.15. (x + 1)2 + (y − 3)2 + (z − 2)2 = 1: 16.16. (x − 3)2 + (y + 1)2 + (z − 4)2 = 17:
2

3 5 5√$2
17.17. (x + 1)2 + y2 + (z − 2)2 = (√$6 ± 1)

2

: 18.18. (−−; 2; −−), −−−−:
2 2 2

6.66.6
x y z

1.1. 3x − 2y + 4z − 29 = 0: 2.2. −− + −− + −− = 1: 4.4. 2x − y − 3z + 13 = 0:
a b c

5
5.5. 3x − 3y + z + 1 = 0: 6.6. x + y + 3z = 0: 7.7. x + 2y + 3z ± √$14 = 0: 9.9. −−−−:

√$14

10.10. x − 2y − 3z + 4 = 0, 2x + y − z − 2 = 0: 11.11. a = b = 0, c ≠ 0, d ≠ 0:

13.13. 1) 3x − y − z + 6 = 0, 2) 3x + 3y − 2z − 5 = 0, 3) x − 5y + 3z − 38 = 0:

d d d
14.14. |−−|, |−−|, |−−|: 16.16. k = λa, l = λb, m = λc, λ ≠ 0: 17.17. kx + ly + mz = 0:

a b c
2 2 1

18.18. ³) (2; 1; −2), µ) (4,5; 1,5; 0,5), ·) (−2; −7; −28), ¹) (−−; −− − −−): 119.9. ³) c = 0,
3 3 3

d ≠ 0, µ) c = d = 0: 20.20. c = 0:

6.76.7
x + 2 y − 1 z − 3 7 23 7 17

1.1. −−−−− = −−−−− = − −−−−−: 3.3. (23; −17; 0), (0; −−; −−), (−−; 0; −−): 4.4. (1; 0; 5):
3 4 6 5 5 4 4

2x + 14y + 22z − 21 = 0
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5.5. { Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·áí ïñíáÕ áõÕÇÕ ·ÇÍ£
2x − 5y − z − 7 = 0

27
7.7. y + z = 0, −2x + y + 4 = 0: 8.8. (0; 7; −1): 9.9. −−−−: 10.10. x − 2y − 3z + 4 = 0,

√$26

2x + y − z − 2 = 0:

6.8, 6.96.8, 6.9
1.1. (8; −2; 2), (−6; 4; 2): 2.2. B1(5; 1; −2), C(−1; 2; 2): 3.3. ³) A1(−1; 2; 1), B1(0; 1; 3),

1 3 1 1
D(2; 1; −2), D1(0; 3; 0), µ) A1(−4; −−; 0), B(−1; −−; 0), C1(−2; −−; 2), D(−1; −−; 2),

2 2 2 2
4.4. ³) (0; 0;0),(−4;4; 4), (−8; 8;8), µ) (0; 0;0),(−4; −1; 0), (−8; −2; 0): 

5.5. #a = #n + 2#p: 6.6. ³) !A#C1 = !A#B + !A#D + !A#A1, !B#D1 = −!A#B + !A#D + !A#A1, 

1 1!C#A1 = −!A#B − !A#D + !A#A1, !D#B1 = !A#B − !A#D + !A#A1, µ) !A#B1 = !A#C1 − −−!B#D1 + −−!C#A1,2 2
1 1 1 1 1!A#D = − −−!C#A1 + −−!B#D1, !A#A1 = −−!A#C1 + −−!C#A1, ·) !A#C1 = −−(!A#B1 + !A#D1 + !A#C),
2 2 2 2 2

1 1!A#D = −−(−!A#B1 + !A#D1 + !A#C), !A#A1 = −−(!A#B1 + !A#D1 − !A#C):
2 2

6.106.10
3 20 3 3

1.1. ³) arccos (− −−−), µ) arccos −−−−−−, ·) arccos (− −−): 3.3. ³) arccos −−−−−,
13 √"40$6 7 2√$21

5 1 π 6 3 4
µ) arccos −−−−: 4.4. √"35"+"8"√$$2: 5.5. arccos −−, −−: 6.6. arccos −−, arccos −−, arccos −−:

√$42 3 3 7 7 7
7 7

8.8. (7; 0; 0), (0; −−; 0), (0; 0; −−):
2 3

Èñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñÈñ³óáõóÇã ËÝ¹ÇñÝ»ñ
1 1 5 5 11 4

1.1. (2; −1), (2;1): 3.3. (− −−; − −−; −−): 4.4. (− −−; −−−; − −−): 7.7. 4x + 2y − 3z = 53:
2 2 2 3 3 3

9.9. y + 2z − 2 = 0: 10.10. òáõ óáõÙ. Ý³Ë Ï³½ Ù»ù A ¨ B Ï» ï» ñáí ³Ýó ÝáÕ ¨ Oy ³é³Ýó -

ùÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é Ñ³ñ Ãáõ ÃÛ³Ý Ñ³ í³ ë³ ñáõ ÙÁ: 11.11. ³) (x − 9)2 + (y + 3)2 + (z + 3)2 =
x − 3 y + 4 z − 5

= (√$57 ± √$6 )
2

: 12.12. −−−−− = −−−−− = −−−−−: 13.13. òáõóáõÙ. ³Û¹ í»ÏïáñÝ»ñÇ ó³Ý -
5 −4 7

Ï³ ó³Í ½áõÛ· Çñ³ñ Ñ»ï Ï³½ÙáõÙ »Ý µáõÃ ³ÝÏÛáõÝ ¨ 120° ³ÝÏÛáõÝ Ï³½ÙáõÙ

»Ý 3 ¨ 4 »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÝ»ñ áõÝ»óáÕ #a ¨ #b í»ÏïáñÝ»ñÁ£ #a, #b ¨ #c í»ÏïáñÝ»ñÇ
ÏÇñ³éÙ³Ý Ï»ïÇó ¹áõñë »ÏáÕ ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ 4 ¿£ 

1
14.14. arccos (− −−)£

3
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6.116.11

$−1−1.1. AB-Ç ÙÇçÝ³Ï»ïÁ Ï»ÝïñáÝ áõÝ»óáÕ ¨ / 2 ß³é³íÕáí ßñç³Ý³·ÇÍ£

ab
3.3. AB-Ç ÙÇçÝ³Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ ¨ Ýñ³Ý áõÕÕ³Ñ³Û³ó áõÕÇÕ£ 4.4. −−−−−£

a + b
5.5. ³) B Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ ¨ l-ÇÝ ½áõ·³Ñ»é áõÕÇÕ, µ) l-ÇÝ ½áõ·³Ñ»é ¨ Ýñ³ÝÇó

8
12 ¨ −− Ñ»é³íáñáõÃÛ³Ý íñ³ ·ïÝíáÕ »ñÏáõ áõÕÇÕÝ»ñ, áñáÝù ·ïÝíáõÙ »Ý 

3
4

A ¨ B Ï»ï»ñÇ ÏáÕÙáõÙ, ·) l-ÇÝ ½áõ·³Ñ»é ¨ Ýñ³ÝÇó −− ¨ 6 Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝ-
3

Ý»ñÇ íñ³ ·ïÝíáÕ »ñÏáõ áõÕÇÕÝ»ñª ¹³ë³íáñí³Í l-Ç ï³ñµ»ñ ÏáÕÙ»ñáõÙ£ 

9.9. ²Û¹ Ï»ï»ñÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ï»ÕÁ M1M2 Ñ³ïí³ÍÝ ¿, ÁÝ¹ áñáõÙ

M1M2 Ñ³ïí³ÍÝ ³ÝóÝáõÙ ¿ ú Ï»ïáí, áõÕÕ³Ñ³Û³ó ¿ ∠BOA-Ç ÏÇ ëáñ ¹ÇÝ

¨ M1O = M2O = √$2£ 12.12. ø³é³Ïáõëáõ Ï»ÝïñáÝáí ³ÝóÝáÕ »ñÏáõ ÷á ËáõÕ -

Õ³ Ñ³ Û³ó áõ ÕÇÕ Ý»ñ£ 13.13. àñáÝ»ÉÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ï»ÕÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¿ 4 

1 2
Ï» ï» ñÇó£ 25.25. 0£ 26.26. 90°£ 27.27. 60°£ 28.28. arccos −−−−: 29.29. 45°£ 30.30. 90°£ 31.31. −−−−£

√"$10 √"$38

77
1.1. 1) â»Ý Ï³ ñáÕ, 2) â»Ý Ï³ ñáÕ, 3.3. âÇ Ï³ ñáÕ£ 6.6. ²Ý ÃÇí µ³½ Ùáõ ÃÛ³Ùµ. ¹ñ³Ýù

¹³ ë³ íáñ í³ Í »Ý ³Û¹ áõ ÕÇÕ Ý» ñÇÝ ½áõ ·³ Ñ»é ¨ Ýñ³Ý óÇó Ñ³ í³ ë³ ñ³ Ñ»é áõÕ ÕÇ

íñ³£ 7.7. ºñ»ù£  9.9. òáõ óáõÙ. û·ï í»ù b áõÕ ÕÇ ÝÏ³ï Ù³Ùµ Ñ³ Ù³ ã³ ÷áõ ÃÛáõ ÝÇó£

17 26 17 4
10.10. àã£ 11.11. 8£ 12.12. (− −−−; −−−) Ï³Ù (− −−−; − −−−)£ 13.13. 90°£ 15.15. ³) (4; 2), 

5 5 5 5
25 11

µ) (−3; 6), ·) (2; 8)£ 16.16. ³) 2x − 3y = 38, µ) 3x + 4y = 8£ 17.17. (− −−−; −−−):
18 6

√$3 1 √$2 √$2 1 √$3 1 √$3 √$3 1
18.18. (−−−; −−), (−−−; −−−), (−−; −−−), (− −−; −−−), (− −−−; −−)£ 19.19. ³) 6, µ) 18, ·) 180£ 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
20.20. AA′ ¨ BB′ Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ ÙÇçÝáõÕÕ³Ñ³Û³óÝ»ñÇ Ñ³ïÙ³Ý Ï»ïÁ£ 

22.22. àñáÝ»ÉÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ï»ÕÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¿ »ñÏáõ áõÕÇÕÝ»ñÇó, áñáÝóÇó

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÇÝ ³ÝóÝáõÙ ¿ l áõÕÇÕÁ A Ï»ïÇ ßáõñçÁ 60° åïáõÛïÇ ¹»åùáõÙª

»ñÏáõ Çñ³ñ Ñ³Ï³¹Çñ áõÕÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí£ 23.23. 6 Ñ³Ù³ã³÷áõÃÛáõÝ ¨ 6 åïáõÛï£

30.30. (1; 1; −2)£ 31.31. (−1; −2; 1)£ 32.32. ³) áã, µ) ³Ûá, ·) ³Ûá, ¹) áã£ 

√$2 3√$2 −3 + √$3 −3√$3 + 1
33.33. ³) (− −−−−; −−−−; 3), µ) (−1; −√$3; 1), ·) (−−−−−−−−; −−−−−−−−−; 2):

2 2 2 2
−1 − √$3 1 − √$3  

35.35. ³) (2√$3 − 1; −2 − √$3; 1), µ) (1; −√$3; 3), ·) (−−−−−−−−−; −−−−−−−; 1):
2 2
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